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ВВЕДЕНИЕ 
Сборник содержит результаты исследований, проводимых 
в области теоретической математики специалистами Латвийского 
университета , а также специалистами других вузов и научных 
учереждений, с о т р у д н и ч а п т л и с математиками Латвийского у н и ­
в е р с и т е т а . Основное содержание сборника составляют р е з у л ь т а ­
ты исследований в области функционального анализа ( теория 
сплайнов, теория неподвижной т о ч к и ) , топологии ( т еория к а р ­
динальных инвариантов , категорией т о п о л о г и я , теория нечетких 
топологических пространств ) и теория в е р о я т н о с т е й (конечные 
вероятностные автоматы, исследование сходимости последователь ­
н о с т е й случайных переменных) . 
L a t v i j a s U n i v e r s i t ā t e s Z i n ā t n i s k i e R a k s t i , 552.( 1990) 
Matemātika, I i 
СГО A i«­ФУНКЦИИ ДВУХ HEPKUEHHUX В Р Ю Ш И 
НЕКОТОРЫХ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ ЗАДАЧ 
С. Аомусс 
Аннотация. На основе вариационного подхода изучаются ин­
терпоХГОЛШШЗ по/иномчальнне с п л а й н двух переменных на п р я ­
моугольной о б л а е т » . Результаты, полученные дл:? произвольного 
оператора интерполяции, прпиеннгтея к исследоззнип простых, 
эриитопнх сплайнов и сплайнов для локальна* средних. Приво­
дятся явный вид тлкгх сплайнов и характеризувщне их дифферен­
циальные с в о й с т в а , Д.­зётся интегральное представление ошибки 
сплайн­интерполяцяи, исходя из которого в случае сплайнов м а ­
лых степеней внгогятся оценки погрешности. УДК 5 1 9 . 6 , 
Пространство сплайнов SCT,A). соответствупщее линейный 
непрерывный операторам T:X­*Y и А:Х­»Е , действующим в 
вещественных гильбертовых пространствах X, Y. , отгрепе-
ляпт т а к : S(T,A) » { S e X I V м J f ( A ) <Ts,Та> ­ 0 } , 
где JT(A) ­ ядро оператора Д , ­ знак скалярного п р о ­
изведения. Интерполяционным сплайном, соответствуетпм элемен­
ту хеЛ(А), называет такой сплайн S e S(T,A), ч т о As« i . 
Оказывается, ч т о такой интерполяционнгй сплайн, если оя с у ­
ществует , является решением вариационной задачи 
ITSI­milt{|Txl IxeX I А я ­ * } . гдеЙ||­ норма элемента ^ . 
Теория О м а Ц " функций одной переменной с э т о й точки 
зрения изложена в книге П.­ЯЛоранз C l ] . Авторами монографии 
[2] была предпринята попытка её е с т е с т в е н н о г о обобщения на 
случай сплайн­^функций нескольких переченных. Однако в их 
конструкции ядро / (Т) бесконечномерно, а следовательно , б е с ­
конечномерно и пространство сплайнов ( и б о JfCDcS(T,A)). 
Один подход , свободный от э т о г о недостатка , предложил А.Има­
мов. Ясный теоретически , о н , кяи отмечено в [ 3 ] , не уложен на 
практике при репеяии вяриационних задач пря1$йя «(­толами и з ­ з а 
сложности опегаторл Т . Другой ­ предложенный fc.0/j9nabluō­
внм ­ зеклпчпется в построении сужения и с х о д н о г о п р о с т р а н с ­
тва фуякпнй, иа котором гдро опягатогп Т . оссконсчномерного 
ЙЗ исходной n p o c j ­ a a c T . r t , будет уяе «эя« ­ i i o v e p H С ­ рвение 
pasalti.'% поп ход OP с;сл'нс> в [ З ] и [ ч ] , л ч *е чожно найти 
библиографические ссылки. Пои в с е х пх д о с т о и н с т в а х сплаСно­
вые конструкции А.Иизмона и Е.С.Зявьяловп даот взршциоянуо 
Формулировку только для задач простой и эрнчтовой интгрполя­
иии. Описанная в [ 5 ] конструкция сужения и с х о д н о г о n p o c i r o H ­
jTBa даёт возможность определить с точки зрения обшей теория 
сплайнов в гильбертовом пространстве сплайн­ :ункпип н е с к о л ь ­
ких переменных в случае произвольного оператора интерполяции. 
Ради краткости изложения ограничимся « у т е * двух пеос­енных. 
Пусть E ­Ca l ,O l ]*Cu l , o l ] С R v . Обозначив через Н£в(Е) 
гильбертово пространство функций X : E ­ * R , П) и дные к о ­
торых "Й^"'^!, t j ' O ^ l . j ­ Q . , а б с о л в т и о Непрерывны и 
"^ jc f . t 1 ) ­g^ lXct ' f l ) 0 0 скалярный прогзведен • 
< х , х > -£Т\\ ^\№)Т^х№)dt'dt1. 
Пусть теперь A"L®L . г д е l_ ­ пространство в с е х полино­
мов на Е . степень которых по качлой п^рсчсиноВ не п р е в о о ­
ходкт ļ - l , L" R(Q) - о б л а с т ь значений : ­ ­ гя проекти­
рования Q : 
( Q x ' , l ' b " [ ^ | 1 Й ^ ^ ­ 1 * ^ ^ № E , x e l$E) ; 
Y" L f c ( E ) ; T x ­ t j l ^ x ляп ХбХ. Тогда просдраяство 
X ­ гильбертово . Тб1Х(ХД ШНл " Ш)-Х. 
Для т р г о , ч т о б н задать пространство с п л а т о в , о с т а ё т с я 
указать оператор А . Пусть заданы лниейнке непрерывные о п е ­
раторы А^Н^[а ' ,Ь»] ­ (R^ ( ИЧо?,Ь'] ­ р р я с т г л н с г я о С о ­
болева ' ) , У ч т и в а я , чтс к а м а в 'Гунчкип х^Х расклль 
и ' в а ч т с ч по формуле Тейлора с сстаточнин членом в интеграль­
но й корне 
Ч-ОТ .^О l i - 4 - Hp) I Е 
определим при помощи операторов A t n A w оператор 
А : Х - R " ^ полагая 
q­i Vi 
t 
где <j> t ( t , t r ) » ( t ­ t > f . (AjX\­ 1­ая координата вектора А^Х 
а запись AjX(. ,t) означает , " т о оператор Aj д е й с т в у е т по 
отношение к первому аргументу Функции X , второй аргумент 
играет роль параметра. 
Замечание I . Для корректности определения ( I ) необходимо 
псяояить как следует понимать запись (Ajlļ^ 4(.,tY)j , ибо 
оператор А^, вообще гояоря , не определен на усечённых с т е ­
пенных функциях степени Q/"^­ Условимся с ч и т а т ь , ч т о 
( A m t ( . , T ) ) . t ­ ­ i ^ ( A j ^ c t ) ) , , CS 
если только внрагение в правой части равенства ( 2 ) определе­
но . Убедимся, что оно определено почти при всех Cetft.i,o']. 
С этой цельп представим линепнмй непрерывный функционал 
j j i X ­ ( A j X ) ; , в виде f j l * ­ « Х , О С ^ > н ^ 1 у н к ц и я 
X j c € Н^СО.',Ь'] однозначно определяется последним с о о т н о ­
ш е н и и ) . Тогда инеем * 
( A j ^ c t » , ­ Z \. x j ? ( t ) ^ ( t ­ t ) ; i t ­
Воспользовавшись теоремой о ди*ференцпрсванчи интеграла, з а ­ , 
висчяего от .параметра , мы получаеч, что во всех тех точках 
отрезка I0iyЬ*] , где существует производная хД' , фуякпия 
( A j ^ ( . , t ) ) ļ диМерсниируеиа и её производная 
суммируема в квадрате на С Q.', У"]. 
Легко в и д е т ь , что А - линейный оператор . Убедимся, что 
он иепрернвм! ' Доказательство э т о г о |*кта использует с л е д у г -
гуп ле^чу и ей следствие . • 
Лe:iua Г. Пусть на пространстве с мерой , 0 < J U Q ) < » » , 
задана последовательность функций С ^ ц С ^ ^ м С L, , (Q , ii) 
( з д е с ь Y " параметр, •принииаыг.ия значения из множества Г ) , 
для которой ^0^<oa,'JJ'ļdļi-,0 равномерно относительно всех 
значений параметра ļ* . Если ее можно представить в виде 
где (V­,pVcwc^Q1jO • 1 М р " * 0 равномерно 
относительно u c S " Yeī\ т о и ū».(ui,Y')­»0 равномерно 
на 5?«Г. ' 1 1 
Доказательство . Надо показать , что 
Ь я С ч * ) — • 0 равномерно относительно • (<*^ 
Из соотношения ( 3 ) получаем 
откуда, . 
Интегрируя последнее неравенство и п о л ь з у я с ь неравенством Б у ­
няковского, находим оценку 
1 
Я. 2 » .­ 1 а 
Так как все интегралы в правой Части ( 5 ) при IV­» е е стреыят­
сь к 0 равномерно относительно у е Г , то из ( 5 ) следует ( 4 ) . 
Следствие I . . П у с т ь задана параметрическая п о с л е д о в а т е л ь ­
ность функций ( Э Д . , р ) щ щ С HcO,,bļ, Для которой 
l j tAvpM~*0 '"' i i jtV^'T^"* 0 р а в н о ы г * , н о относительно ­уеГ. 
Тогда ^n(t,|") ­ * 0 p­iBHot­'ерно на [0,,Ь]*Г • 
1 3 Я 1 е л ь с т в о . Так как U t . p ­ l y t . r t ­ ^ l p l + u ^ r t то 
достаточно установить , что О Л Ы ­ О (Л­»о равномерно о г а о с я ­
телько 
Это с у а з у следуе-i и» ролучезной иг основании формулы ' 
Ньотона^.ейбница и неравенства Буняковского оценки 
Вернемся к вопросу о непрерывности оператора А . 3 силу 
линейности А гостя точно установить его непрерывность в нуле. 
Пусть последовательность функция ( I O m R I c ^ сходится к 
нулп'в X. Произвольно з а л з к с и р о в а в пару индексов īt|,w) 
покачен, что ( АХцУц^ ­^ О . Из ( Г ) принимая во внимение н е ­
прерывность операторов А^  и Аи, получаем 
Пока ж ем , что <Ultl't*V^(ul,ul)­» 0 . сел ­ только t t , t x * (Ļ-i . С д е ­
лаем рто н" основании ле"мы I . опираясь на соотношение 
С этой пелы) введём в рассмотрение две последовательности 
функций : 
= - З ' ^ Ы а м и 
С их поморье перепишем ( 7 ) в виде 
о.1' a1 a1 a* if 
то в c :o iy предположения lx^|^—»0 для ( з д е с ь 
ffeCu'jO1] играет коль параметра.заполняются условия с л е д ­
ствия I , согласно Которому 
tj»(t \ V) ­ » 0 равномерно относительно ( t \ t l )eE. (­9) 
Аналогично устанавливается, что 
(J* (t\t x)­*•() равномерно о т н о с и : е л ы ' о ( t , t l )eE. ( 1 0 ) 
Сходимость ( 9 ) ­ ( 1 0 ) влечёт с х о , . : : ­ о с и ^ l ^ * > X 4 ( Q , t , 0 f ) ­ » 0 
(.см. ( 8 ) Лейку I ) , которая,в счоо о ч е р е д ь , в л е ч ё т сходимость 
(AacOv,­4­»0 (< "• оце: :v [Щ. 
Таким обгазо.^, доказана следуошая 
Замечание 2 . В определении оператора А по iopvyjte CD 
операторы Aj 6 LC(H\<r?,oh,tTO ­огно заменить пройдя « ь я ч ч я 
отображениями rļ: Kj —• , где 
Ki - l ifiU ab I l - Щ ) U I ifvi( • Д) I te са',Ь'з}, j-ГД.. 
1 Так мы получим лпвейяии оператор А . Из доказательстве 
теоремы I видно , что длч е г о непреру_гкости дог.та готно п о ; " е -
б о в а т ь , чтобп ОТОСраг.ення •• Fj бНяи о. ганячекн . :и . 
Ē-:Mļ4ai;:;e 3 . Соотношением ( I ) Могет бить задан всякий 
оператор Аб LC^X.R^^). м я к о т о р о г о выполняется следуппое 
условие : . 
можно указать такие операторы A j : Vi4a',o'l -»R J"*ļii 
ч т о для каллой гуккиии Х 6 X вида кЛ'Д 'Ч­Х^ 1 ) X ^ l 1 ) имеет 
место равенство Ч А х ) ^ ­ ( А ^ . ^ А , , * ^ , 
Сем. замечание ч к лечче 2 ) . 
Если такие операторы A t я А к с у щ е с т в у е т , го они о п ­
ределяется оператором А однозначно с точностью г о п о с т о я н ­
н о г о множителя и оказывается линейными и непрерывными. 
Займемся исследованием пространства сплайнов S(T,A^ • 
случае , когде оператор А удовлетворчет в­ ' скт : \0oi у у с л о ­
в н о . Как известно ( [ I ] , с . 1 8 7 ) , в случае конеч'номепного ядра 
JY(T) , если ЛГГГНЩАУМ и i U A > £ . то для к . ­ д о г о 
вектора 1 С R m , i n ' в SCT, А) с у г е с т в у е т единственный интер ­
поляционный сплаяи С т . е . такой сплапн SeSC^A") , что A s « j l ) . 
Теорема 2 позвог . ' т сформулировать условия существования и 
единственности интерполяционного сплайна в терминах о п е р а т о ­
р е ? А, и A t . 
Теорема 2 . Обозначим через Tļ о п е р а т о р диМ еренцир"р* ­
• ля порядка (L , определенный на H^Ctt'.ob, Тогда 
1 ) JT(T)njr(AV\9^ « • ЛГ(ТЛПДАЛ«1е1,1.1Т1; 
2) если A i ( { x € H V b 1 3 k , K , ^ i ) . 0 , K . 0 ^ ) = R " , i , ] . r X , 
в пля A j W T p b R ^ , } - A . т о U C A V R " ^ 
Д е к у а т ^ ч ь с ^ ' о . Ī ) Установим имплггкаЦЯП 
л т г р п я А р . ^ , j . a =* л г т г ш А м е , 
С обратная с ч е я ; ­ ™ ­ 1 ) . Ядро Jf(T) с о с т о и т из п<шчючо? виде 
p(V,tt) ­ i s • П : " г ­ л • * : г | • 1 0 р е • 
В этом случае лля лпбэй пари индексов ( 1 4 , Ц ) имеем 
Зафиксировав индекс Lt, рассмотрим полином 
Равенство ( I I ) влечет ( A ^pt^ ­O, ЦН.ГЦ,, откуда 
P^ecJTCT^O Jf(k^ . в следовательно , p^liVO . Так 
получаем, ч т о J4»l t"0> ^*0,Q,­i . Если ввести обозначение 
pt,(t ' ) * j r j j ^ W , ^ 1 ) , t , e 0 , ( ļ - l . то последнее означает , что 
|кеЛГ(А|) • к б ° ' А т * к а к 
, ото возможно лишь в случае 
«Чи­О, ^­0Д­< , } ­ Ц 1 , т . е . когда p < t \ t V 0 i 
2 ) Надо показать , что лпбоку вектору 5t€ R ^ ^ U O I H O с о п о с т а ­
вить функции Х б Х так , чтобы выполнялось равенство А х « 1 " . 
Ясно, что достаточно установить э т о дли какдого вектора 
e t J o f­j— *^*^­» с т а и д а Р ™ о г о базиса в R W , ' U 
( е у . ­ с е ^ е ^ , . . , ^ <е£>. i 6 ^ * 8 ^ 
и оц - символ КронскераЧ. 
для векторов е^»­(5,^,6^,...,o^eR"*, j ­ ū , 
найдутся функции £С^. е Н^С0/,Ь*3, для которых A j x ļ . » 6 ^ , 
причем или э т о будут полиномы степени не выше (^­1 ил:: все 
они будут удовлетворять условие: l j . № ( Q . ' ) ­ 0 , К ­ С Ц ! . Пола­
гея ' X T < ^ ( T , , T , ' ) ­ 3 - ^ < : T , ) X ^ ( T . * ) . в к­'/лом из этих случаев 
получим Х ^ , 6 X ( в первом случае э т о . очевидно, в о втором ­
следует из т о г о , что 
Остаётся заметить , что AflV» e €ty . 
Tno?ev.a д о к а г ' н а . 
Для далькеГласго и;учения пространства Ы 1 , А ) (для н а ­
хождения общего вгда сплайна, интегрального представления 
ошибки сплаан­интерполяции) существенно используется следуп­
•Штаг. Пусть 3 : L ^ b X , ļ . : L t ( * b * M , ļ - Ū . -
•КТЕ1ТАЛЬК::е onep?TOPII; * 
в смысле выполнения слелуших р а в е н с т в : 
Доказательство . 3 силу равенства " п е р е с т а н о ­
в о ч н о с т ь " операторов Д н J непосредственно следует из о п р е ­
деления оператора А ( I ) . Теперь соотношение 1.1ч) нетрудно 
получить из ( 1 3 ) , но мы поступим иначе : прибегнем для доказа­
тельства "перестановочности" А: и Jj к представленив функци­
олалов fyx­CA­XX в виде $ £ * * % > Ф & ^ , 1 , . 
Ин получим ц­. точку равенств Ал 
ti а li . , I» 
которая ?. доказ. 'виет ( I ' t ) . 
Замечание 1. Э т и : roirtfioa повет быть устэновлена " п е р е ­
становочное т ь " оператора 3 с произвольным оператором АбЩл,^ 
Теорема 3 . Для кахдо!. 'уикцип $е Н^(Е) следуор.ие 
утверждения эквиваленты» . 
Г) S ­ сплайн поос : ранссва S(T,AV, 
2 ) ^ ' а ^ ­ ^ ^ ^ ­ О при Ц­< и Ч Й 
Тогда операторы А и I) , Aj « 3j, j * ^ 1 " n c i ' e c , r a H 0 B 0 4 H U 
где t ļ - i , n \ j , ļ>i,l,- какие­либо вещественные число, 
удовлетворяпгие условно 
3 ) Ьуикния S представима в виде 
' . с—г^ : , 
где числа o l ^ ^ , t j » 0 , ^ ­ i , п р о и з в о л ь н ы е , а числа 
Чч> 4 ж ^ г i ' P 1 • •'" н л е т в ­ Р Я ! Т У л о в и в ( 1 7 ) . 
Хокачательстно . Дли т о г о , ч т о б ы Функция SfcX была 
спларноч необходимо и достаточно С с м . [ Ц , с . 2 0 6 ) , чтобы с у ­ • 
иествовплг. такие к о з ' ­ ' , ! : :ен­: А ц ^ lj*i7"jt |*1Д, ч т о 
VxtX < T « J x > А з й ц , * с г9 ) 
С учетом С20) пегепкис­ 1.19) в виде 
Поскольку 
т о , введя обозначения 
преобразуеи ( .21) так • 
VxeX < Т х , % - К & ч ^ *° • 
С почодьо равенства ЛП*) =^ стенд:; НТХОДИИ, что 
Так как все р а с с е л е н и я можно повторить в обратной п о ­
следовательности , то для д о к а з а т е л ь с т в а эквивалентности у т ­
верждений I ) и 2 ) достаточно заметить , что 
V x e C x 6 K ^ ^ < B . ^ * x ( f \ o h . o ^ - Ō 4 4 , A ' , T L ) A 
Доказательство э т о г о вспомогательного !­э:<тз несложно п мн 
е г о опускаем. 
Значит, пространство с о с т о и т пэ злемоятов вида 
где р ­ произвольная элемент ядра о т ; • ir" i , числа fcļjĻ 
удовлетворяпт условие ( 1 7 ) , а Х ц ^ ­ некоторый прообраз 
элемента Ī l i : поп отображении Т Тх­. • 11i; • Так как 
•/ТТЛ I п 41» « V * 
«N( 1 • т о Р , ­пслином вида 
Чтобы получить обпип вил функции пэ OV цЯ ; ,оста1 т с я на Рте 
элементы Хц^ . Вычислить ил^иепосредег 'ен 'ко интегрируя с о ­
о т в е т с т в у е т е функции не п р с д с т " р л ч ' , т с я возмояяым, 
ибо в результате этого интегрирования ми.вообпе г о в о р е , полу> 
чии ф/вкднв из НЛ(Е) • П о к о е м , что в качестве Х ^ 
иожво в з я т ь З^ц^ ( о п е р а т о р 3 опредолёв в ( 1 2 ) ) . Посколь­
ку в этом случае Xut»«Qx для всякой фуйкдяя х е Т ' ч д ^ 
(в силу условия &CT)"Y хотя ' бы о д и 1 така в э я д ё т с я ) , то 
Э Ь щ ^ | Х • " а в е г с т в о ТоСцц­^ цЦ, с л е д у е т из т о г о , что 
ТЗ ­ единичный ;ператор на \ . Полагая теперь 
и принимая во внччанке обозначения ( 2 2 ) и " п е р е с т о н о в о ч н г с т ь " 
( 1 4 ) операторов ftj я 3j , получяем 
Интегрированием по ч а с т : ­ / ваходпИ, ч т о 
Разложив d ­ t l ^ " 4 по Формуле бинома Ньютона 
и выполнив несложные пгсойр­эов­н.п, имееи 
ПрИвди'1 з­.оГ • о '­уле б о л е е удобный вид, пользуясь записьо 
усеченной степенной функции, . 
Заменяя пункции Yj в ( 2 5 ) последним выражением и п о д с т а в ­
ляя ( 2 ч ) и ( 2 5 ) в ( 2 3 ) , получае.ч 
Остаётся заметить , что в полученном для S представлении п о ­
- £1 следняп сумма ( т . е . lp< Ļ.ļ V ō EJļ ) равна нулв в еялу у с ­ловия ( 2 0 ) . 
На этом доказательство теоремы Э завершено. 
Переходя к изучении вопроса об ошибке сплайн­интерполя­
ции, будем считать выполненными .условия сугествовяикп и еджи­
ствекг.ости интерполяционного сплайна в 5(Т,А^ . Будем при­
держиваться принятых в [ б ] обозначений: 
оператор сплгин­/итерполяг,ии 
( д л я ЗСбХ О Х ­ интерполяционный сплаРи,:>»состветствупциП 
в ­ктогу Асе); 
L V U Z ! N Ā 7 N ' $ K A 
В I 8 L I О I £ К А 
- оператор охибки интерполяции снлагчлма 
из SCT.A) ( l i - ļ - S , где • 1 ­ единичняи о п е р а т о р ) . 
Теорема а. Оператор 11 представим в виде 
г д е К v , d\f;r4,tbi ­ СUci»v,t• ,т4> tov,(. ,T')^d\tx» 
е с т ь значение в точке ItVc1) осибки гитегпзляцип 
'•уикияи у ( и , » и 1 ) * ^ м < и ' ' ' С , ) т 0 Я ­ 4 ( и , > г 1 ) ­ тт 
Доказательство . Поскольку операторы 3 и Tļŗ- ( о п е р а т о р 
3 спределёв в ( .12) , а Tļļ- - сужение оператора Т на п р о с ­
транство Z ) взаимообрятнА' ; ­ 0 1 ļ - 1 ) T . где U­(l­S№ 
( f H . предложен не I ) . Так как S x ­ II 2 _ (АссУ,i S­, : 
( c u . , например, [ б ] , лемму 3 ) , где 5 ^ ­ интерпелччпоянкг 
сплайн, соотЕетствугачий вектору вщ» с т а н д а р т н о г о Оазиса 
в ( п о поводу векторов он. д о к а з а т е л ь с т в о 
теоремы 2 ) , а операторы А и 3 "перестановочны" , т о 17 ­
интегральный оператор 
с ядром 
Остаётся заметить, ч т о 
1 : £ / А , < ^ . ^ 
:'а этом изучение рбг.ид в о п р о с о в , относящихся к случая 
пр­кзвелького оператора А , эакаичипае ­ся . Дальн'ейшр = часчь 
с т а ­ ь ; : п о с » ­ : е н в ряг;мотренио на основе пэлогелнчх р в з у л ь т а ­
тоа т р ё х конкретных п р о с т : анств сплайнов. 
Ī . Пгоодыс сгла.'­ды 
п у с т ь ^ ­ { г / ; д ^ м ^ 1 а Ч 1 < 1 1 < . . . 4 , = о 5 } ­ сетка на 
­ экс ta',o*3 . А­: HW,bM —* R** ­ е г о . , тег китерпз ­
ЛЛПЯИ I I _ 1*0 " " сетки čf, т . С . ( A j X V , , ­ X l t y , 
l ­ V i j , • т о г * я At %—*J^ 4 '"" «*Г#тор иктерпМкаи;: 
г. излекиям в узлах pe.VĶ, /\»&«Л ( з д е с ь х ­ з н а х •;: г­
« 
19 
това произведении) : I A x l ^ X C t c , , ^ , 
Его непрерывность по теореие I следует из нсп­ер.чввостя о п е ­
раторов А, и А, , 
Для изучения интерполяции о п л а т а м и из о(|,А) в этой 
конкретном случае ( п о виду нсх­^поляционных условий их е с т е с ­
твенно назвать простыми) применима общая теория а из теорем 
2­ч вктекавт предложения I . I ­ 1 . 3 . 
Пгсдло*ен::е ГР :: условии CĻtmiaļrv,,!^ для КАЖДОГО 
вектора 1 € R"v,n*- ; пространстве SCV(A^  существует един-
ствгчнчй кНтераол ЯЯИОННЫЙ сплайн. 
Доказательс а о . Надо полазать , что 
*5č\(A^  = R'V , n i . Первое равенство слелует из т о г о , что 
<JV(Tj)nJV(Aj) = (9^ . если тольна Q r^ij . Для доказательства 
второго убедимся, что А^хеНЧаКЬ'] I х1ЧсгЬ=о,1­о,ч/ф­*$ 
Это действительно так, ибо прообразом произвольного вектора 
i e - R 4 * при Aj будет, например, интерполяционный полином ' 
Эрмита р , удовлетворявший условиям: pll4ub=0, 1»0,0,­1, 
Предложение 1 .2 .Пространство 0 1 состоит из Функций 
SG Н^(Е) Г которые продставимы в виде 
где числа « ^ t , ^ произвольны, а числа удовлетворчпт 
условно: 
Текое представление для S e n ^ t ) ЕСЭ' /ОЧЮ тогда и только 
т о г д а , когда S о 'лчдает свойствами: 
i) <tfH'o)scv,T.vo лля и д а , 
3 ) fl^Stf.ft­O лля 
Доказательства . Представление ( 2 7 ) ­ ( 2 8 ) , как н е о б х о ­
Д1гюе и д о с т а т о ч н о е условие т о г о , что функция БбНлрЕ) 
является простым сплайном, сразу получается из ( 1 8 ) и ( 1 7 ) 
( т е о р е м а 3 ) . Достаточно очевидно, что сплайн 5е.51.Т,г^)обла­
д а е т свойствами I ) ­ ч) : ( 2 7 ) = ф I ) , 2 ) ; с в о й с т в о 3 ) п о л у ­
чим, расписав для рассматриваемого случая ( 1 6 ) ( т е о р е м а 3 ) ­
г д е числа удовлетворяет условие ( 2 8 ) ; ч ) в точности 
о з н а " а е т ( 1 5 ) . 
Остаётсч проверить, что функция 5€пГ111Е1 WM которой 
вчполнявтея условия I ) ­ ч ) , е с т ь сплайн. Сделаем э т о на о с н о ­
впнин теоремы 3 , установив для S суиествование таких чисел 
* 1 , ч > • ч т 0 верно ( 2 8 ) и ( 2 9 ) . 
С этой цельо рассмотрим 
В силу условия I ) ­ полиномы степени не выше ļ - i по 
кайлой переменной ( будем считать их определёнными на Е) . 
Покажем, что найдутся такие числа 
Т« ,ч . К р Р р , j ­ U . что 
Так к.?;: по услозло 3 ī g t n j i ^ ­ P ^ u d ' . t V O , 1.1ЛИ,Ш, т о 
Получш: представление ( 3 1 ) последовательно для полиномов 
P n 4 ­ риии*' ­>Р 1^>РгцПг« Ри я а основании индуктивного 
перехода ,описанного ниже. 
Пусть установлено ( 3 1 ) для Рцич и РчЪя • 
вначим |^ £1Ц­Р^С и Psi/Pvf Рчч.и • 
Полиномы Рцц и pi^  будем искать в виде 
г д е cl­Vi' и «i.j'ļ' - пока неопределённые числа. 
Поскольку внполняптся условия I ) И 2 ) , ТО " V f ^ ļ ^ ^ J " 
« • 1 Г ^ Д Й , ^ 1 ­ ( 1 при К«0,ц,­>,, K ' ­ Ō ^ i , откуда при этих 
значениях К и К' ° ^ = «.1£~0 . Неопределёнными в ( 3 3 ) 
остались М^-Ъ коэ" " ' "ч ; " ­нта . Определяй из них, о п и ­
раясь на соотношение р с ^ ­ р 1 Ц т Р ч Ч * ' ­ Pv<4 * Подставляя 
в него представления­ (31) для РОД| и pi,,,^ . получим 
тождество 
яз которого находим v i ^ - E F * , * : ^ Т М , + 
При таких значениях коэффициентов и , , ч е е м 
где - некоторое число , а значит, PJļ ,t>II Z l ^ V v ^Ht^ U . 
Теперь, принимая во внимание ( 3 0 ) ­ ( 3 2 ) , можем з а п и ­
сать ^ % < ^ ^ Т с Д # % ^ П о У с л о в ­ Ō 
pM(V,{ l)=0 , поэтому числа YtiU удовлетворяот соотноше­
ниям: • (tliUb l l = 0 , 1=ОДЛ i­M.. Чтобы получить 
ц.Д t,ŗ.4 l w i ч Ч 1 ' « 
( 2 8 ) и ( 2 9 ) , надо взять Л ^ » ttu­lV.]1^,^. 
Предложение 1 .3 . Для ошибки Их ."H терпел яции фуннпии 
Х е Х простыми сплайнами в случае <^«1 , имеЬт место оценки 
i m x \ t \ f ) l 4 ^ ^ l f ' x l U o лля E A P ^ b V W * W t 
( з д е с ь ж д г л е е fc,.^tt „ t : * L l , , t , 3 ) , 
где 4 ' ­ " ­




i m x ) ( t ; f t i d r v i U E ) t i i K : ( ^ t ^ d t 4 ^ f . 
Вычислим интегралы, записаяные в правых частях в е р г в е н с т -
( ~ 5 ) - < 3 5 ) , пгедвао, :тгль: !о п г е о б р а з о в а в выселения для ядра ( З ч ) . 
v р£к\№ wteKSt мыт, (^ 
Пгсдполо-им, что (V.tVEj^, и рассмотрим случай, когда M^Aj-




при всех остальных значениях и t t . 
Учитывая, что при этом 2Z_ž_!_S,(t,tN=l , из (37) находи 
Lc е с л и « л , ^ *»< *л.к*1,, 
0 если П,Т)еСм ч » 1 при остальных значениях к , и К», 
( з д е с ь (L. ­ символ Кронекера) . Непосредственные вычисления 
интегралов , подстановка выражений ( 3 6 ) для базисных сплайнов 
И н т е р е с у й т е нас интегралы для fl^ļgfcļļ'l. в случаях, 
когда l^b^n.H,*^ или i ^ ^ i j U ^ l j , вычисляется по тоь яе 
с х е м е . Мы ограничимся лишь тем, что выяипвем выражения для 
S,,tt<iUS • KoltU^t*) в каждом ив ,и*х. 
Выражения для S^ļC^.t*) получим на основе характеризующих 
сплайны дифференциальных свойств 1 ) - ч ) (предложение 1 . 2 ) и 
интерполяционных условий 
Пусть Ь Ц г И Е ц ^ . Введёи в рассмотрение множества 
H J ^ U Et,4 • Й Е«£ " обозначим И - М П ( [ ф < ^ ) , 
Й = Н\1ГЛ\^»в№1 и я всякого МсЕ. Услови ' / ся . что L f W u l f o U 
• Если теперь Ц с « или L ^ , j - 1 > . M S ^ d U ' ) * ^ ^ 
и при 1ДМ, K0dUV,^=XE^UHUU^ l l 1 
при C-iiViļ,^ИД.где характеристическая функция множества 
МсЕ . В случае Ь . ­ 1 , ( '^-Ъ-\) имеем 
^ 0 при остальных значениях Ц и 
откуда 
ш 
и , l j .=Wytt . т о получаем 
\_ 0 при остальных значениях и 1^ , 
В случае Ь=И,+< отличными от нуля б у д у т лишь з н а ч е ­
ния сплайнов' S j , СО*)­^1Й,­Л . . Тогда 
2 . Эрмитовы сплайны 
Эрмитовы сплайны решают задачу интерполяции функции по 
заданным в узлах разбиения Д значениям самой ф_ункции и её 
проиэвоЯных : 1 ) , % Л ^ с . , ^ ) , ' Ц , 0 , К г < Л * < 1 Л , , Л Р а с с м о т р и м 
о р а т о р " г д е 
U ' t f R j i J*4»%« Этот оператор монет быть задав по формуле ( I ) 
при почощи операторов одномерной эрмитовой интерполяции: 
По теореме I е г о непрерывность следует из негрерывности о п е ­
раторов А, и А,. 
Для изучения интерполяции сплайнами из S(T,A") приме­
•нна общая теория * ив теорем 2­я вытекают предложения 
2 . 1 ­ 2 . 3 , доказательства которых можно получить, придержива­
ясь схемы доказательств предложений I . I ­ I . 3 . 
Предложение 2 . 1 . При условии (^<пил{1цК^,ГЦК,5 для 
калдего вектора a e R n , , l t ^ , ч в пространстве S(T,A) 
существует единственный интерполяционный сплайн. 
Предложение 2 . 2 . Пространство 0\ТД) с о с т о и т из 
Функций SeHj^lE) • которые предстл'вимн в виде 
1,­0 Vo 'А Мч=< V 0 \ ­ 0 ( ^ ' ™ Ч 4 V 
oLi« произвольны, а числе ^ Ц ч ч у л о в л е т в о ­где числа  
рявт условно 
Такое представление для 5еН1^(Е") возможно тогда я 
только т о г д а , когда $ обладает свойствами: 
i) i m d u v o для ( t ^ c i ^ ^ t ^ a ­ M v i , 
tf^s№«o « я т ш т ^ ш - ш 
3 ) tfWsdUVo л-" 
й 
Щ 
Предложение 2 . 3 . Для ошибки III интерполяции функ­
ции хеХ эрмитовыми сплайнами в случае КЦЦ*к|*1| и*леет 
место оценка 
Ы Ъ11,Х.) = и для 
i ^ ( U o h « r W , t W т *щ* дляПЫА1-а 
+2JH-zvu,,e2.-ut)")ti-u,)(o-2,ut)+ u i - a u v u - u ^ v a u 1 ^ ^ 
ч 
3 . Сплайны для локальных с е д к у , 
— — у 
Тогда А ­ оператор таторполпшчт интегральных средних , п о д ­
".нних по прямоугольникам Ец^Г­Ч^Дц!''^!^4^ , т . е . 
A i K - R * * * 0 , ( А х ^ ^ Ь ^ д а Д ^ Н . По теореме I 
е г о непрерывность следует нэ непрерывности операторов А 4 
и А ь . 
Для изучения интерполяции сплайнами из S I T , п р и м е н и ­
ма оопзя теория и из теорем 2 ­1 вытекают предложения З . Г ­ Э . Э , 
доказательства которых можно получить , придерживаясь схемы 
доказательств предложений I . I ­ I . 3 . 
Предложение 3 . 1 . При условии (Ļdnuiļn^t^n^lļ для 
каждого вектора Ёбв?1*****^ в пространстве S(T,M с у ­
ществует единственный интерполяционный сплайн. 
Предложение 3 . 2 . Пространство S(T,A) с о с т о и т из 
ФУНКЦИЙ Зб.НдоШ) . которые прелставимы в виде 
^ FEW® ^ L T " A ' ' 
где 
г д е числа С^Д^Г1­<^,£, произвольны, а числа А . L ^ / l H ­ j H ^ 
уд овлетворявт "условиям: * 
м V ^ T r y j S E ° > г ! * * 1 * 
Такое прелставленле для S G H ^ ^ h ) возможно тогда и только 
т о г д а , когда S обладает ' свойствами : 
Ч ^ * Ц й Г ) - Л г # > . 0 птлс для Afflfetfl,^.. 
• Сплайны для гатегральных средних уже в случае (L*1 
С т . . е . сплайны иинтаальпой степени) не будут локальными. 
Поп тому для них получение точной оценки ошибки сплайн­ин­
терполяции на основе е ё интегрального представления з а т р , , ­
д к и т е л ь н о . Следуппее предложение даёт оцепит сходимости 
интерполяционного п р о ц е с с а , точнус по порядку . 
Предложение 3 . 3 , Для ошибки 11х ИНТЕРПОЛятпга функции 
XtX силайнаш! для левсальныт средних в случае <^=ч, 
Ь ^ » к * , 1 = 1 , П ^ , с п р а в е д л и в о неравенство 
г д е константы СА, С 1 и С зависят только от 
Полученные результаты могут быть обобщены и развиты в 
с л е д у ш и х направленияхг 
Ī . По этой схеме могут быть рассмотрены простренства 
сплайнов, соответствупщие самый разным операторам интерткпя­
trra ( н е обязательно свяэанвга с прямоугольной сеткой узлов­ ) . 
2. Задавая пространство X . в качестве L, иояяо ВЗЯТЬ 
л о б о е конечномерное подпространство ядра оператора Я}^"^\ 
3 . Вместо оператора Т можно взять о п е р а т о р н * . (ОДФД 
с о о т в е т с т в е н н о изменив п р о с т р а н с т в о X . 
4 . Эти результаты могут быть распространжны на случай ft 
переменных ( f l > 2 ) . 
5 . Можно, наконец, р а с с м о т р е т ь вопрос о сглаживавших 
сплайнах пространства 8(Т,АУ 
Ясно, ч т о эти изменения можно производить одновременно. 
Автор благодарит доц. М.А.Гольдмана за постановку з а д а ­
чи и обсуждение р е з у л ь т а т о в . 
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ЗАМЕЧАНИЕ О СПЛАЙНАХ В ГИЛЬБЕРТОВЫХ ПРОСТРАВСТВАХ 
М.Л.Гольдмаи 
Аннотация. Устанавливается некоторые вариант теоренн 
характеризации сплайнов в гильбертовом пространстве , с в я з а н ­
ный с рассмотрением оператора проектирования пространства на 
ядро оператора сглаживания. Приводится применение э т о г о р е ­
зультата к вопросу об определении в характеризации 
сплайн­функций нескольких переменных. 
Пусть X , V , .Z ­ вещественные гильбертовы простран­
с т в а , Т'. Х~* У я A:X~>Z. ­ линейные операторы. Пусть, 
далее , S(T,A)- пространство сплайнов, соответствующее Т и 
/4 (Cl], 0 . 2 0 1 , Определение 4 . 5 . 3 ) , т . е . 
StT,A)=[s*Xļ VxeJUA) <Ъ,Тх>=о}, m 
г д е Jf (А) - ядро оператора А , а С , > ­ знак скалярного 
произведения. В случае , когда оператор Т непрерывен, ( I ) 
можно записать в виде . 
г д е I ­ оператор , сопряженный с f . Если наряду с 7* н е ­
прерывен и оператор А , причем е г о область значений J£(A) 
замкнута, то в силу ( 2 ) л 
s*S(T,A)«* 3^2. Т 7V--/U ф 
C f l ] , 0 . 2 0 1 , Следствие 4 . 5 . 2 ) . 
Теорема. Пусть выполнены предпосылки утверждения ( 3 ) . • 
Т0Гаа seS(XA)<*3>'Z- Щ Т*> = <\А*> w 
S* S(T,A)<=9l**Z- V*eX <TS, Тх >=<>, А(х-в.)>, ^ 
г д е Р ­ какое­либо о той раж ев ее прострел ства X р JV ( Т ) . 
Доказательство . Умножн» равенство T*Ts ­ А \ ( с м . ( Э ) ) 
на произвольный элемент X , получим < Т Т$, х > •= <Лл, х > 
или < Ts,Tx> я <Л, /4х>. Отсюда и из ( 3 ) с л е д у е т ( 4 ) . 
Из равенства < "Ts, 7 * > < Л > Ах > видно, что если 
xeJV(7V. т о < Л , / 1 х > = 0 . с л е д о в а т е л ь н о 1Л е X 
< А , ДРх>»Оик*^еХ <­л,Лх> = <­»,Л(*­гЗ«;> • Заменив в 
( 4 ) <Л, А*> на<*,А(х-Рх)>, получим ( 5 ) . 
Замечание I . Утверждение ( 4 ) получается из утверждения 
( 5 ) , если в последнем­ положить Р-0 ( т . е . УхеХ Рх = 6л, 
где %> ­ нулевой элемент пространства X ) . 
Рассмотрим случай, когда Р ­ линейный оператор п р о е к ­
тирования пространства X на JV(7V( P(X)=Jf(T)n Р~~=Р ) . 
В этом случае оператор Q = J— Р , г д е J ­ тождественный о п е ­
ратор на X , тоже является линейным оператором п р о е к т и р о в а ­
ния, причем JfCQ)~JVCT). Обратно , если Q ­ некоторый л и ­
нейный оператор проектирования '? X . ля я к о т о р о г о JfXQfcJiXT), 
т о P­J— Ci является линейным операторам проектирования X 
на J^(f) . В силу э т о г о имеет место следующий вариант у т ­
верждения ( 5 ) . 
Если (л ­ линейный оператор проектирования в Л , т а ­
кой , что №<ЗУ-ЖТ), т о 
s«SCŗA ) ^ 3 > e Z - - ШХ <TsJ*>=<^AQx>. с б) 
Оператор СЗ порождает разложение пространства X в п р я ­
мую сумму е г о подпространств JV(T) и Jt.(Q) ( э т о означает , 
ч т о Х-ЛСП+ЯСО) и ЖТЮХСйН0*} )• П Р И Дополни­
тельном предположении, что оператор Q непрерывен, множество 
&(Q) замкнуто вХ ( f 2 ] , с . 5 5 3 , упражнение 2 1 ) . Этот факт 
может быть использован следующим о б р а з о м . Выберем в J^f(T) 
какое ­либо конечномерное подпространство L и положим 
Хг~ ЖО). В силу замкнутости в X подпространства 
JR.CQ) и конечномерности L. , пространство Ло замкнуто в X . 
Следовательно, Х« является гильбертовым п р о с т р а н с т в о м . Заме­
нив пространство X пространством Хо , а операторы f и А -
их сужениями Тс~ ТЫ о и Ae~Aļx0, получим новое п р о с т р а н с ­
т в о сплайнов S('u>A'°) с оператором сглаживания То , для 
к о т о р о г о J V ( 7 ļ ) = L . л е г к о в и д е т ь , что S(T,A)nXocSCT-1Ai) 
Замечание 2. С точки зрения приложений важно, чтобы 
пространство сплайнов S(T, А) было конечномерным. Э т о г о не 
б у д е т , если donJY(T)~ее ( п о с к о л ь к у ŗtf(T)<zS(T, А) ) . 
В этой случае целесообразно заменить пространство SiT? А) 
пространством S(7°> А<) с конечномерным JY(To) . 
Применим изложенные сейчас соображения к вопросу об о п ­
ределении и характеризации сплайн­функций нескольких п е р е ­
менных. 
Пусть дан прямоугольник Б = Сй. ^ J * . Обозначим 
ч е р е з > J ^ ļ , ļ , ( £ ) пространство определенных на Е функций 
х ( i f ) • имевших абсолютно непрерывные на Е производные 
воднуп . 2 — x ( t , r ) i принадлежащую пространству Li(E). 
Введем в ££г\ ( Е ) скалярное произведение и норму по ф о р ­
Т * х> ­ Г f Г t r ' 1 » ^ ^ 
//х «*<•«,x>* } x,x~<=. jļ%tĻ(E). 
Полученное нормированное пространство является г и л ь б е р ­
товым. Обозначим е г о через X . Зададим оператор f: Х~~*У, 
г д е У-LJE). полагая V^X Ш М - ] ^ ' ? • 
Оператор Т линеен, непрерывен и <ЖТ) = У . Положим ЬхеХ 
Оператор G является линейным непрерывным оператором . 
проектирования в пространстве X . причем JV~(Q)=Jf(T). 
Зададим оператор интерполяции А следующим образом. 
Выберем на Ё сетку / ( r . , ^j)lĻZ hn>j-īpi j , где t,<- <.im, 
Г, < •• •< VK, &< t, , tm< 6, c<t,, \ < d и положим ! / x€X 
Ax--(x(tbT,)y ,x<tmiTth ,x<4,r«),..., *(in,ū)) ^ 
О п е р а т о р / ) линеен, непрерывен и отображает X на Z=ļR . 
Соответствующее операторам Т и А пространство S {Т, А ) 
является пространством простых сплайн­функций о т двух п е р е ­ ' 
ненных. Так как dimЖ£Т) = « о , то заменим 5(Т Л) иа 
S ( Те, А 0 ) ( с м . Замечание 2 и предшествующий ему а б з а ц ) , 
в з я в , например, в качестве L ч а с т ь ( Т"). ' состоящую из 
всевозможных полиномов вида ,2i J­L £ С" ' ­
Для характеризации сплайнов пространства S(Tc, AJ) 
монно воспользоваться утверждением ( б ) , в котором вместо 
операторов Т , А и Q с л е д у е т в з я т ь их сужения на Х0~ 
- L + Я((2) 
Аналогично можно ввести и другие сплайн­функции д в у х 
переменных (например, эрмитовы) ; для э т о г о нужно изменить 
подходящим образом лишь оператор А . Сплайн­функции б о л ь ­
шего числа переменных вводятся, по той же с х е м е , ч т о и в с л у ­
чае двух переменных; принципиальных трудностей при этой не 
возникает . 
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СПЛАЙНЫ ДЛЯ ОДНОСТОРОННИХ ПРОИЗВОДНЫХ, 
УЧИТЫВАПГ.ИЕ ЛОКАЛЬНЫЕ СРЕДНИЕ 
Э . Карпус 
Аннотация. В данной с т а т ь е строится комбинированный 
сплайн, который является одновременно интерполяционным 
сплайном для односторонних производных, с о о т в е т с т в у п и м д о н ­
нону вектору ч.= С*-цу.. я интерполяционным сплайном 
для локальных средних, соответствующим данному вектору 
Построение названного сплайна опирается на сплайны для 
односторонних производных, которые рассмотрел М.А.Гольдман 
в с т а т ь е [ I , с . 5 3 ] . Определим эти сплайны и перечислим н е ­
которые их с в о й с т в а . 
Пусть 5 Ы ч. (&1 обозначает совокупность всех о п р е д е ­
ленных на отрезке 1 1 Г_Л З полиномиальных сплайнов степени 
гл. , дефекта ļ<- , с узлами на сетке Д» tto'"fc„ ^ K . + v | 
Положим 1 ­ , где \ 6. ^ г л . • 
^3= Sŗ.-^ ь_ (л 1) и 1 В простарнствах SK,JU(S 
и Sjt-< ļt (л . ) зададим скалярное произведение одной и той 
же формулой § u j ^ t ? ^ r ) d i . ; скалярное произведение 
в Р. - обычное. 
Пусть, далее , T%fĶīļķ выбраны два К. -мерных в е к -
тора U l e *itŗ.b и В ^ С ^ с , . . . 1 Г Ч , К Л -
Введя обозначение с », (ŅVft л,\ . зададим операторы | 
И Tt , ПОЛОНИВ 1е\ 
W i t T M J T J P 
г д е QlfJQt - "L - я координата вектора Т>у~ 
Соответствующее этим операторам ļ~ и ­f< пространство 
сплайнов Sk,­rV>.= i ^ ! L \ t « . €V%> ОЧТ*>^ J • Г Я е 
\i (fr^) ­ ядро оператора ­}\­ , названо пространством сплай­
нов для односторонних производных. 
Так как X*. «= т о с о с т о и т из полиномов, 
степень которых не превышает е^- \ 
Легко проверить , что = ^ . Что к а с а е т с я р а в е н с ­
тва p j^ ļ = , то оно имеет м е с т о не в с е г д а , т . е . не при 
любых р,^ Ссй^й­ • Достаточные условия для выполнения 
э т о г о равенства д а с т с я в следующей т е о р е м е . 
Теорема I . Справедливы импликации: 
Вопрос об интерполяционных сплайнах решается в следую­
щей теореме . _ л " 
Теорема 2. Пусть « J ; » ļ * тУ Ы j O^AjK. , где 
i ' / ļ , . . . , - стандартный базис в . Тогда 
1 ) для ^ - | ^ . & ^ 1 ļ . . . ļ ' ^ . ц . N ) e ^ . v , " система линейных уравнения 
имеет единственное решение J^ S • 
2) для т о г о , чтобы элемент <, из 5( был интерполяцион­
ным сплайном, соответствующим вектору к_ , необходимо и 
д о с т а т о ч н о , чтобы имело место равенство 
г д е ­ решение системы ( 2 ) . . . 
Теперь покажем, ^как вычислять матрицу ( ^ ^ ^ ' ^ Д И^**-
Так как е с л " U*­J|3* 4 , то матрица * ' 
Qi'ii,*Ч;>S* ;= J^- является трёхдиагональиой . Поскольку 
э т о чзтрияа ***точу т е эгя»ттова, ее вычисление сводится к 
н ч х ^ д е н г г 
h i V i M ^ ' T Ī T ^r?-**-2— 
v­YwVrt V ­ r ^ l rt< 1 " алгебраическое дополнение элемента 
определителя ^4 t < s A j 3 t \ ļ-*^) L^^+*~^\|+jtī/b 
расположенного а строке с номером к-т<1 и в столбце с н о - ' 
мером \\ь CVit*Mļ-*"t» 
Из равенства ( 3 ) следует , что множество всех интерполя­
ционных сплайнов, соответствующих вектору Н_. , с о с т о и т из 
элементов вида к, 
г д е So ­ произвольный элемент ядра оператора у (полином 
степени не выше £ ­ 4 ) , a S j ­ некоторый прообраз э л е ­
мента Ч j при отображении 1" . Он вычисляется по с л е д у в ­
щин формулам: 
Для э т о г о MIEDT место с л е д у м ш е формулы: 
На этом изложение необходимых для дальнейшего фактов 
о сплайнах для « п о с т о р о н н и х производных заканчивается . 
Теперь займёмся построением в пространстве к.(Д­) 
элемента X , который удовлетворял бы равенствам: 
( M i - , <5> 
C ī . e . таким же равенствам, которым удовлетворяет интерпо ­
ляционный сплайн S € 5^,тг)для односторонних п р о и з в о д ­
ных) , а кроме того , обладал бн заданными локальными средни­
а ? , и д о ? (в) 
Назовём такой сплайн i t комбинированным сплайном. 
Будеи искать е г о в виде : , 
где S ^ ­ v ? — \ ļ S - 6 : ļ - какой­либо интерполяционный 
сплайн для односторонних производных, с о о т в е т с т в у ш и й в е к ­
тору н­ ( с и . ( 4 ) ) , s ­ сплайн и з _ Sw ь W , у д о в ­
летворявший равенствам ( ^ 5 ^ ) . _t> ( L=A,W.. J 
В случае , когда 
в качестве можно в з я т ь функции 
где C L , i _ ­ o ( v v _ пока неопределённые коэффициенты. 
В этот случае • независимо от выбора к о ­
э^ттцпентов t ; . i. s.?Av« . Следовательно , 
UŗītVc» ( f c ^ L — 8 * и искомый комбинированный 
сплайн у." удовлетворяет равенствам ( 5 ) . 
Остаёмся подобрать коэффициенты ь ^ , > - ' - 0 , > ~ Т а к , 
чтобы удовлетворялись равенства ( б ) , которые МОУНО записать 
в MOW : 
O c t - «£Ф£ШЩ * 
- fa-t . -O- t^v^, ( r o ) 
Уравнения ( 1 0 ) однозначно разрешимы. Они позволяет находить 
коэффициенты ^ v*«yH. построчно . 
При определённом выборе * » 0 % ^ наша задача построения 
комбинированного сплайна в указанном виде ( с м . ( 7 ) и ( 9 ) ) 
имеет единственное решение при ограничениях ( в ) . 
В заклечение «идоиэменим нашу задачу о нахождении ком­
бинированного сплайна, удовлетворявшего требованиям ( 5 ) и 
( 6 ) , в виде ( 7 ) , позволив функции чТ принадлежать п р о с т ­
ранству SK«_ Ь . где «71 ­ расширение сетки 
^ = \ 4^ в _ добавлением на каждом промежутке 
L ^ ^ t ­ v i ^ **­­*А новых точек ^V^i^­fel * 
В к а ч е с т в е S"^ 4) возьмём Функции: 
г д е fc­L ­ пока неопределённые коэффициенты, a Ё>Х».­*4 ­
£>­сплайн, построенный по значениям аргумента 
Учитывая, что ^ fcļfi t * ~ t * - > > 
Для определении коэффициентов l ^ c i ^ воспользуемся 
равенствами ( 6 ) . Полагая ' 
Из них с л е д у е т , что 
В случае , к о г д а вектора и jV». таковы, что ^ 
можно S3 ять сплайна Pv ,A-W . • построенный по значениям а р ­
гумента ­ t ­ ­ V c , ­ b v . . М у г ь - ъ . fiw • 
Этич поставленная задача решена. 
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0OOD МОкНПГО, Mr. FIXED POIHT ! * 
I .Kaprono , Е. L i e p a , А. L iep iņā 
A n n o t a t i o n . A f i x e d p o i n t theorem f o r c o n t i n u o u s mappings in 
a metr i c s p a c e with' c l o s u r e o p e r a t o r i s p r o v e d . Ai!3 S u b j e c t 
o l a s i f i c a t i o n 54H25. 
" e ex tend r e s u l t s o f С д ] s i m i l a r l y a s in С23. 
* e n e e d the f o l l o w i n g bas lo d e f i n i t i o n s and n o t a t i o n s . 
Let X b e a metr io a p a c e with a d i s t n n o e d. Let PX b e a 
"set o f a l l s u b s e t s o f X. B C x , r ) i = ^ y C X ( d ( y , x ) « r j f o p each 
l £ X and r e R + . 
D e f i n i t i o n . A c l o s u r e o p e r a t o r on X :1B a mapping 
Si PX>­»PX f o r each A, B e PX s a t i s f y i n g ! 
1) ACB ^ > S ( A ) C S ( B ) i 
2) A C S ( A ) : 
3) SCS(A))=SCA). 
Let S b e a c l o s u r e o p e r a t o r on X. A subset A o f X i s sa id 
to b e S ­ c l o s e d i f A*=S(A). 3 ­ compaotnesa o f X i s d e f i n e d in 
the same manner as in the o a s e o f t o p o l o g i c a l c l o s u r e o p e r a t o r . 
Theorem. Suppose X i s a metr ic apace and 3 i s u o l o s u r e 
o p e r a t o r on X. Suppose the f o l l o w i n g h o l d s i 
1) X ia S­compact i 
2) B ( x , r ) I s S ­ c l o s e d f o r each x £ l and r e R + j 
Let f b e a a s l f h a p o f X and the f o l l o w i n g c o n d i t i o n s are 
s a t i s f i e d ! 
3 ) ­ 3 o £ R + V x , y € X i d ( f G x ) , f t y ) ) < a d ( x , y ) j 
4 ) V x C X ( x j < f ( x ) ) ­ ? a e А ( х ) ! = Л { з е Р Х | х е В а : B­3(B)& л ы с в } : 
r ( a ) : " a u p / d ( a , y ) / y e A ( x ) J < dlamAtx) * ( r ( f < y ) ) / r ( a ) s i W 7 
г ( Л у ) ) / г ( а ) > с , ^ у е А ( х ) ) . 
Then f has a f i x e d p o i n t i n X. 
к Без литературной правки ( р е д . ) 
P r o o f . Using Z o r n ' s Axiom and S­oompactncos o f X ( c o n ­
d i t i o n 1) we c o n c l u d e that t h e r e e x i s t s a minimal nonempty 
S ­ c l o s e d and i n v a r i a n t under f s u b s e t M o f X. Let x g l l and 
x ) * f ( x ) . S i n o e И = . A( x ) , by 4 t h e r e e x i s t s a ' p o i n t a £ t ! s u c h 
t h a t r U X d i a m M. Let A : = H 0 ( 1 { B ( y , r ( a ) ) [ yC M J ) . A i s 
nonempty : a £ A . As i n t e r s e c t i o n o f S ­ c l o a e d s u b s e t s o f X 
(we use c o n d i t i o n 2 ) # A i s S ­ c l o s e d . L e t ' s assume that A i s n ' t 
i n v a r i a n t under f . Then t h e r e e x l a t s a p o i n t y e A such that 
r( f ( y ) ) > r ( a ) . Using 4 we c o n c l u d e that r ( f ( y ) ) > c H a ) . 
There fore B : = M ^ B ( f ( y ) , c r ( a ) ) I s a p r o p e r s u b s e t o f feu 
В i s nonempty: f ( y ) € B . By 2 B i s S ­ c l o s e d . Let z<£3 . By 3 we ' 
h a v e : d ( f ( y ) , f ( z ) ) ^ c d ( y , z ) ^ c r ( a ) . We c o n c l u d e that 
f ( z ) 6 B . C o n s e q u e n t l y , В i n i n v a r i a n t u n d e r t. 
M i n i m a l i t y o f M i m p l i e a i M=B. vr e c o n c l u d e that f (A)<^A end 
o b t a i n that l!=A. At the same t ime '• diom A ^ r( а ) < diara M. 
The r e s u l t f o l l o w s . 
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Matemātika,!. 
KOPĒJA NEKUSTĪGA PUNKTA EKSISTENCE NBIZSTIEPJOŠU 
ATTĒLOJUMU KOMUTATĪVAI SAIMEI 
I . Galina. 
A n o t ā c i j a . D a r b s i e p a z ī s t i n a a r dažām n e k u s t ī g o punktu 
teorēmām n e i z s t i e p j o š u a t t ē l o j u m u saimēm. A p s k a t ī t i l ī d z Sim 
i e g ū t i e V.A . Kirka teorēmu v i s p ā r i n ā j u m i , i e g ū t i Jauni r e z u l ­
t ā t i . UDK 517.98 
Raksta aplūkos im dažas n e k u s t ī g o punktu t eo rēmas , kas r a ­
dušas sakara a r [ l ] . Šaja nolūka i e p a z ī s i m i e s ar kopas normā­
l a s s t r u k t ū r a s j ē d z i e n u . 
D e f i n ī c i j a . T e i k s i m , ka i z l i e k t a i k o p a i K<= X (X­Banaha 
t e l p a ) i r normāla s t r u k t ū r a . Ja k a t r a i e r o b e ž o t a un i z l i e k t a 
К apakākopfi H, kura nav v l e n e l e m e n t ī g a , e k s i s t ē kaut v i e n s ne­
d i a m e t r ā l s punkts (punktu 1 6 H sauc par d i a m e t r ā l u , Ja 
z īmēsim, ka H l l b e r t a t e l p a i i r normāla s t r u k t ū r a ( k a t r a i tas 
i z l i e k t a i apakškopai i r normāla s t r u k t ū r a ) , a r i k a t r a i i z l i e k ­
t a i kompaktai kopai Banana t e l p a i r normāla s t r u k t ū r a . 
S k a i d r ī b a s labad iegaumēsim, ka a r ī v i s a t ā l ā k ā d a r b ī b a 
r i s i n ā s i e s Banana t e l p a X. 
A t t ē l o j u m u f:X—*X sauksim par n e i z s t i e p j o š u , Ja katr i em 
d iv iem t e l p a s X punktiem x un у : П t(x)­f ( y ) # ^ I z ­y# . 
Tas i r smags n o s a c ī j u m s , b e t i z r a d ā s , ka no a t t ē l o j u m i e m , k a s 
d z ī v o ar labām IpaSībam a p v e l t ī t a s k o p ā s , t i e š i n e i z s t i e p j o š i e 
i r t i e , kuriem e k s i s t ē n e k u s t ī g i e p u n k t i . * 
I e p a z ī s i m i e s ar Jau p i e m i n ē t o f l ļ t eorēmu. 
Теогбша 1 .Pieņemsim, ka К i r n e t u k š a , i z l i e k t a , s l ē g t a un 
i e r o b e ž o t a apakškopa r e f l e k s ī v a Banaha t e l p a X, P ieņemsim, ka 
k o p a i К i r normāla s t r u k t ū r a . Ja a t t ē l o j u m s f : K ­ » K i r n e i z ­
s t i e p j o š s , t a d tan e k s i s t ē n e k u s t ī g a i s p u n k t s . 
Sekas .Ja teorēma 1 nosac ī jumu p a r k o p a s К i e r o b e ž o t ī b u 
a i z s t ā j ar n o s a c ī j u m u par v i r k n e s (t (p)J.i«N i e r o b e ž o t ī b u 
kādam kopas К punktam p , a r i tad a t t ē l o j u m a m f e k s i s t ē n e k u s ­
t ī g a i s punkta. t 
I e v ē r ī b a s c i e n ī g ā k a i s n o daudza j i em t eorēmas 1 v i s p ā r i n ā ­
jumiem i r v i s p ā r i n ā j u m s n e i z s t i e p j o š u a t t ē l o j u m u korauta t l va i 
sa ime i ­ s e k o j o š ā teorēma 2 ( [ з ] ) . 
D e f i n ī c i j a . A t t ē l o j u m u s a i m i $ ( J a f« J 7 " , tad f : X ­ » X ) s a u k ­
sim p a r komutat lvu , Ja : 
it,eefi ( f g ) ( x ) ­ ( g ­ f ) ( x ) У х е х . 
Teorēma 2 . Pieņemsim, ka К i r ne t u k š a , i z l i e k t a un s l ē g t a 
r e f l e k s ī v a s Banaha t e l p a s a p a k š k o p a , k u r a i i r normāla s t r u k ­
t ū r a , un f i r n e i z s t i e p j o š u a t t ē l o j u m u , k u r i d a r b o j a s no kopas 
К s e v i , komutat lva sa ime. Tad a t t ē l o j u m u s a i m e i Jŗ i r k o p ē j s 
n e k u s t ī g a i s p u n k t s . 
Ka v i s p ā r i n ā t teorēmas 1 sekas a t t ē l o j u m u k o m u t a t l v a i s a i ­
mei ? Varbūt , ka v a r t a : 
Teorēma 3 . P i e ņ e m s i » , ka К i r n e t u k š a , i z l i e k t a un s l ē g t a 
r e f l e k s ī v a s Banaha t e l p a s a p a k š k o p a , k u r a i i r normāla s t r u k ­
tūra , un У i r n e i z s t i e p j o š u a t t ē l o j u m u , k u r i d a r b o j a s no kopas 
К s e v i , komutat lva sa ime . J a e k s i s t ē tāds p £ K, ka kopa 
S ­ { ( f j . . . ­ f n ) (p) / tļ,...,t£-f* nt.n] i r i e r o b e ž o t a , t a d 
±x(t)0 ( a r Pix(f) apzīmējam a t t ē l o j u m a f n e k u s t ī g o p u n ­
ktu k o p u ) . 
•Ш P i e r ā d ī j u m s . T ā k a kopa S ­ [ ( f £ . . . ' f n ) ( p ) / f 4 . . . . ,t&f •* 
nett j i r i e r o b e ž o t a , t a d e k s i s t ē tāds те R , , ka S i e t i l p s t 
s l ē g t a lodē B ( p , r ) a r c e n t r u punktā p un r ā d i u s u r . 
Def inē jam kopas t 
: ­в((г ; . . .т„)(р) ,р)Лк » fj tn?XnLK. 
Š i s kopas būs s l ē g t a s un i z l i e k t a s kā s l ē g t u un i z l i e k t u kopu 
šķē lums , u n , pro tamo , i e r o b e ž o t a s . Tās būs a r i n e t u k š a s , j o 
p f K y t ' . . . ­ у в , . TieSam : t a k a ( f j . . . • t„) ( p ) e B ( p , r ) , tad 
D e f i n ē j a i i kopu : W ^ U |Ц 11^ ^jc-'f* ' 
W boa n e t u k š a , j o p£ W. Kopas 3 i e r o b e ž o t ī b a s d ē ļ a r i kopa 
s':= l ļ в ( х , г ) i r i e r o b e ž o t a , b e t Wc S. Tātad kopa » i r i e r o b e ­
ž o t a . Tā būs a r i i z l i e k t a , Jo i z l i e k t u kopu v i rkne 
< Д Q..,foKP•••rU i r « u g o s a . 
Pikaēsim tt.5 b r ī v i . P i e r ā d ī s i m , ka f : H ­ > " . ļļemsim x e W. 
Tad e k s i s t ē s t ā d s k t N , ka x £ Л C\ Kylf. . . ­^. 
Tātad : / f f ( x ) ­ f ( f i . . . ' f n ) ( p ) « | x ­ ( f 1 ­ . . . f n ) ( p ) * 4 r v i s i e m 
f £ . . . . ,tnef -. n » k . Esam i e g u v u š i , ka 
tU)e C\ К/. . . С 1 Г . Tātad 11 W ­ » I . 
Tā kā f i r n e p ā r t r a u k t a f u n k c i j a , t a d f : ТГ­»ТГ. 
S i t u ā c i j a : 3- ­ n e i z s t i e p j o š u a t t ē l o j u m u , kas a t t ē l o kopu 
T a t d j komutat lva s a i m e j W ­ n e t u k š a , i z l i e k t a , s l ē g t a un 
i e r o b e ž o t a kopa r e f l e k s ī v u Ban aha t e l p ā , k o p a i ¥ i r normāla 
s t r u k t ū r a ( F c K ) . Varam l i e t o t teorēmu 2 un s e c i n ā t , ka a t t ē ­
lojumu sa imei !F i r k o p ē j s n e k u s t ī g a i s p u n k t s . A 
Kā rāda n ā k o š a i s p i e m ē r s , kopas S i e r o b e ž o t ī b a s n o s a c ī j u m s 
teorēmā 3 i r b ū t i s k s . 
P i e m ē r a . I n t e r v ā l ā [0;+"°C a p s k a t ī s i m a t t ē l o j u m u s , kurus 
d e f i n ē s i m s e k o j o š i ' : f n ( x ) : < > m a x ļ x , n j , n = l , 2 
Kaut a r ī v i s i teorēmas 3 n o s a c ī j u m i i r i z p i l d ī t i , i zņemot n o ­
sac ī jumu par k o p a s S i e r o b e ž o t ī b u , s a i m e i У : « { f о / № 1 , 2 , . . . ] 
kopīga n e k u s t ī g ā punkta nav. 
S t i n g r i i e l i e k t ā s Banana t e l p ā s n e i z s t i e p j o š u a t t ē l o j u m u 
komutatīvām saimēm i r spēkā [ 4 ] ; 
Teorēma 4 .Pieņemsim, ka X i r s t i n g r i i z l i e k t a , r e f l e k s ī v a 
Banana t e l p a u n К i r n e t u k š a , i z l i e k t a , s l ē g t a , i e r o b e ž o t a 
t a s apakškopa. Pieņemsim, ka S i r n e i z s t i e p j o š u a t t ē l o j u m u , 
kas kopu К a t t ē l o s e v ī , komutatlva saime un Vttf: F l x ( f ) # 0 . 
Tad a t t ē l o j u m u saimei J- i r k o p ē j s n e k u s t ī g a i s punkts . 
Z i n o t šo t eorēmu, varam pamatot nākamo r e z u l t ā t u : 
Tēorōma 5. Pieņemsim, ka X i r s t i n g r i i z l i e k t a , r e f l e k s ī ­
v a Banana t e l p a , I i r n e t u k š a , i z l i e k t a , s l ē g t a t ā s apakškopa , 
kura i i r normāla s t r u k t ū r a , un Jir g a l ī g a n e i z s t i e p j o š u a t ­
t ē l o j u m u , kas kopu К a t t ē l o s e v ī , komutat lva saime. Ja e k s i s ­
t ē tads p £ K , k a v i r k n e ( f n ( p ) ) N T N katram 1С i r i e r o b e ž o t a ^ 
tad s a i m e i У i r k o p ē j s n e k u s t ī g a i s p u n k t s . 
Pierād ī jumu var v e i k t matemātiskās i n d u k c i j a e c e ļ ā pēc 
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EIN GLEICHGEVICHTIGES BILD HIT PIXPUNKTEN 
I . Ga l iņa 
ZusammenfagsuDĶ. In d iesem A r t l k e l 1s t e i n P ixpunktsaxz 
mit v i e l ea Abbi ldungen e i n e r kompakten Menge i n einem n o r m i e r -
ten v e k t o r i s c h e n Faun b e w l e s e n . AUS S u b j e c t c l a s s i f i c a t i o n 
54H25 
O . E l n l e i t u n g . 
B i e Problems des P i z p u n k t e s nehmen e i n e w i c h t l g e S t e l l ē 
i n der mathematiscben A n a l y s i s e i n . 
Aus d e r Zusamnensetzung d e s [ i ] » [ 2 ] , [ э ] i a t e i n neues 
Ergebnie gefunden. In d i e s e n A r t i k e l n s ind F i x p u n k t s a t z e mit 
e l n e r A b b i l d u n g e i n e r kompakten Menge in einem n o r m l e r t e n 
v e k t o r i s c h e n Raum b e t r a c h t e t . Es w a r d e n v i e l e Abbi ldungen 
e r f o r e c h t . 
• l . E r g e b n i a . 
S a t z . X s e i eine kompakte Menge i n einem n o r m l e r t e n v e k ­
t o r i s c h e n Raum (ūber d Oder C ) , d i e durch ti ( i ­ 1 , 2 , . . . , n ) 
in s i c h a b g e b i l d e t x y l r d , f i ir d i e s e Bedingungen geniige ti: 
DV'x.yfcX: j | f č ( x ) - f £ ( y ) H ^ / / х - у Й , i - 1 , 2 n> 
2 ) V x , y £ X ( x ^ y ) :min {lit i ( x ) - f i ( y i = l . 2 , . . . , n j < 0 x -y (J ; 
3)¥x*X: c o ļ f ^ z ) f n ( x ) ļ c x . 
Dann g i b t es zu jedem ti e i n X b , i&fi ti ( х ^ ) ­ х ; , 1 ­ 1 , 2 n . 
V B ē r a i s . Gab e es d i e Abbi ldungen t i zu jedem i t X mit 
G l e i o h e i t : t i . ( x ) : . | | x ­ f i . ( x W , i ­ 1 , 2 n , 
80 f o l g t aus dem Satz von Weierstra /Ъ s 
3 x i , f e X : t i ( x i ) ­ i n f t i . ( X ) , i ­ l , 2 , . . . , n . 
W i r b e ^ e i s e n , dayJ i n f t i ( X ) « 0 , 1 x 1 . 2 n . 
Gābe es d i e Abbildung h « mit : h r t ( x > ­ £ļ<Hti(x) ,Vxa X 
l * 4 * i о » п . ) , Л С > 0 , i ­ 1 , 2 n , £ e d : ­ l ) , so f o l g t aus 
der 3 ) Bedingung i h » : X­tX . 
Es s e i e n i fe ( l « 2 , . . . , n j und £ 6 B T g e g e b e n . . о 
W i r z e l g e n , da/* s o l c h e <л (•*=(<*! . . . . ) .a , >0 , J ­ l , . . . , n , 
Z ^ ­ l ) e x s i s t i e r t , da/­> fiir a i l e x*Xt ЩЦхЪ-Ых)!!^ sind". 
Lehrs tuh l V . ' i r t sohaf tsmathaaat i i 
O c i v e r a i t S t Le t t land 
3 o u l e v a r d A3pa,slja;.»5 
Hlca 
Be g i l t : Jfi(x ) -h*(x )t f - l ' fb(x)-gc<ifč(x>y-
~l(i-Ai)tUx)-ģ<*jtj (x)» * Ц Й в ) »*£(хл» +fgi»tj(x)l . 
Die Menge X 1 s t kompakt, derm e i e 1 s t b e a c h r a n k t . Daraua 
f o l g t : Зое R* Y x 6 X : NtiU)l£ о . 
Bhtsprechend l e t festzustellen : 
IHU)-K,(x)/l ± ( l ­<*)c+(l ­<*<)c«2cU­<*, : ) . 
V i r v i h l e n e o l c h e <*,«]o tl[ : 2 c ( l - D 4 ) < E , - , 
J ­ l , 2 , . . . , n , J*i . 
belter z e i g e n v l r , da/, d i e A b b i l d u n g h* m i t der E i g e n ­
s o h a f t V x . y e x (xlty) i / / h * ( x ) ­ h * ( y ) / * / x ­ y / i e t . 
Be s e l e n 1,36 I (x^y) gegeben . Dann g i l t ^ / h ^ x ) ­ ! ^ ( y ) / 1 ­
•IZZaUUix)-£<(ilL (j)i-li:<*i(ti (x) ­ f с ( у ) ) * £ I d . ' # f < ( Х ) ­ Г г ( у У 
und l e g e n 2 ) Bedingung f o l g t : * b M ( x ) ­ h r t ( y ) / / < 
Auafe] folgt : 3 x ' i 4 I : д « ( х ь ) . х ; . 
Ам« < f t ( x ; ) ­ h j ( x i ) * < £ folgt f * t < X * X ­ S l f £ £ > 
Dann g l l t i a f t i < X ) . 0 . A 
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Matemātika, I . 
Nekustīga punkta teorēma dauozvouīoem a t t e l o j u h e m 
J U R I S V Ī K S N A 
AR.OTĀCL |a 
Daudzām labi zināmām teorēmām par nekusti g i punkta eksistenci 
metr iskās t e l p a s pierādi Jumi pēc būti BOS ba ls tās uz t o , ka lr 
uzdota slēguma o p e r a t o r s , kuram Izpildās dažas i p a s i b a s . Līdz ar 
t o p a r a s t i vairākas šādas t eorēmas var u z s k a t ī t tikai par kādas 
vienas v ispār īgākas t e o r ē m a s spedālgad i Jumiem. Šāda p i e e j a l r 
labi I z s t r ā d ā t a a t t i e c ī b ā uz teorēmām par nekust īgā punkta 
eks is tenc i vlenvērt i giem attēlojumiem. Šajā darbā ir 
p i e r ā d ī t s v i e n s šādas v i s p a r ī t ā k ā s t eorēmas analogs 
daudzvērt īg iem attēlojumiem. 
Š o b r ī d l r labi p a z ī s t a m a s teorēmas par nekust īgā punkta 
eks is tenc i daudzvērt īg iem attē lo jumiem Banaha te lpās . Pirmie 
pēt ī jumi t a j ā virzienā l r atrodami darbā 111. Vēlāk i r Iegūti 
daudzi c i t i l ī d z ī g a veida r e z u l t ā t i . 
Sīkāka i epaz ī šanās ar spriedumu s t r u k t ū r u , kuri sastopami So 
teorēmu pierādī jumos , parāda, ka p r a s ī b a pēc Banaha t e lpas , 
attē lo juma Iz l iekt i bas u.c. nav s a i s t ī t a s ar l i e t a s būt ību . 
Faktiski l i e t o t ā s konstrukci jas prasa tikai t e lpas a r pavāj inātu 
metriku С si metriku) un slēguma o p e r a t o r a , kuram Izpildās dažas 
i p a s i b a s , eks is tenc i . , 0 
Pirmais i о ideju l r noformē j i s A l i e p l c s v ienvēr t īg i em 
attēlo jumiem darbā (41. Tālāk tis i d e j a s l r a t t ī s t ī j i s N.H.VJets 
( i i rbl [5] un C61), kurs lr ieguvis vispārinājumus daudzvēr t īgu 
attālo Jumu gadi Jumam 1. un 3.teorēmai no Ml. Si r a k s t a a u t o r s 
s a l t piedāvā li d z i j a veida vispārinājumu 4. teorēmai no tā pasa 
Л Liepiņa darba, kura NJl.VJeta darbu spec ia l i zē tās I e v i r z e s del 
l r раШаМи1 ārpus viņa redzesloka, lai gan principā i r v i e n ī g ā , 
kuras vispārinājums daudzvērt i gu a t tē l o jumu gadi Jumam prasa 
nedaudz detal izētākus spr i edušus , nekā l r atrodami darbā 141 
Iegūtā teorēma samērā p r e c ī z i parāda t o s nosac ī jumus, kuri lr 
būtiski nepieciešami nekust īgā punkta e k s i s t e n c e i a t t i e c ī g ā 
s i tuāc i jā . Kā trūkumu var minēt t o , ka t i e nekust īgā punkta 
eks is tences nosacī jumi l r samērā s a r e z d i t i un t ā d ē ļ . Iespējams, 
neērtāki l ietošanai kā t i s , kurus sas topam atsev i šķos 
spedā lgad i Jumos. 
Vispirms noskaidrosim tālāk Izmantojamos apzīmējumus un dosim 
svar īgāko Jēdzienu def in īc i jas . 
Ar PX apzīmēsim netūks as kopas X v i s u apakskopu k o p u 
Def lnic l la 1. 
Attēlojumu S:PX->PX sauksim par slēguma o p e r a t o r u kopā X, Ja 




3) S<S(A»-S<A> • 
Deflnic l la 2. 
Slēguma o p e r a t o r u S, ka* d e f i n ē t s kopā X, sauksim par 
•Iritrlll I Ja b r ī v i Izvēlētiem АЭС un xeS(A) e k s i s t ē tāda gal īga 
kopa B£A, ka xeSCB).o 
Tālāk, ievērosim, ka visu kopas X S - s l ē g t o apakskopu kopa li 
Invarianta a t t l e c l b i p r e t kopu tķēluma o p e r ā c i j u , savukārt . Ja 
kopa V£PX ir Invarianta a t t i e c ī b ā p r e t kopu šķēluma o p e r ā c i j u , Ш 
attēlojums e*X->PX, kur katrai kopai ASX: 
<ХЛ>-П В , 
4 6 V I I < A £ 1 ) 
tr slēŗuma o p e r a t o r * k o p i X. 
Ja mums l r dots daudz v ā r t ī t s a t t ā l o J U M FJt->PX, tad v l e j l i 
r e d z ē t , ka kopa <A£X|F(A>£A> l r invar ianta a t t i e c ī b ā p r e t kopu 
šķēlumu. Iepriekšminētajā valdā no i i * kopas i e g ū t o e lējuma 
o p e r a t o r u apzīmēsim a r S^. 
De f ln i c l ļa 3. 
Kopu HSX sauksim par S-kompaktu. > katrai kopai VSSCPX), 
kurai 
Г) <AT*)­0, 
var a t r a s t tādu galīgu apakskopu V'SV, ka 
Л <АПН>­вл 
A C V ' 
Deflni cl la 4, 
Ja S un S ' ir kopā X def inēt i slējuma o p e r a t o r i , t a d ar 
inf<S t ,S 2> apzi māsim o p e r a t o r u Z , kuru definē tādi : 
VASX: Z ( A > : ­ n B.3 n e s <рхх*ш CFX>)*IA£j> t t 
Var viegli pārl iec ināt ies , ka Z Ir slēguma o p e r a t o r a . 
D e f i n ī c i j a 3. 
A t t ā l o Jumu t:XxX­>R* sauksim par s lmatr lku. Ja hr iv l 
izvēlēt iem x,y«=X izpildās seko još i nosacī jumi: 
1> t ( x , y>»0« « "y , 
2 ) Ux,y>­Uy.x>.c 
Ievadīs im vāl s e k o j o š u s apzimēJumus: 
DCA,B):»sup<t(x,y) ļ x€A,yeB>, 
B<x,r>:»<y«X|t<x,y><r>, 
UСх,г).­<yeX I t<x,yXr>, 
dlamA:»sup<t<y,z)ļ y,zeA>, 
kur A .B-brivl Izvē lētas X apakskopas, x«X, r«K , 
Ar U(x> apzīmēsim punkta x v i s u vai ēJo apkārtni su s i s tēmu. 
t J . , UCx>­<U<x,r>|reRt>. 
Ar 0(x> apzimēsim punkta x o r b ī t u . 
Tagad varam pār iet pie teorēmas formulā Juma un pierādījuma. 
TEORĒMA. 
X ir topolopiska telpa ar almetriku t , 
FJC­>PX­pusnepārtraukts no apakšas d a u d z v ē r t ī g s a t t ē l o j u m s , 
S ­a lgebr isks slēguma o p e r a t o r s , 
a 
S^topo lod isks slēguma o p e r a t o r s , 
S:­lnf<S ,S >, S ' ^ l n f < S ^ >, 
в l ¥ 
BSX­natuksa, S­kompakta kopa. 
Izpildās vēl seko još i nosacī jumi: 
1) vx«X, VrdR ЯСхд-J ir . S ­ s l ē g t a , • 2> VA£X: S (S CS CA)» ­S CS < A » . О. I О L A 
. 3> VxeX: S' <0Сх»­*хв , 
4> VxeX: x*FCx>*ayeS' « К х » : 
lnf<sup<DCyJm(x))>KdlamS' СОСх», 
n«* »>n ' 
B) Vx.yeX: DCF<x>,F<y»<D<x,y>, 
6) VxeX, V*eRt:3UeUCx>: 
VyeO, VzeX:|tCy,z>­t<x,z>|<*­. 
Tad attēlojumam F e k s i s t ē n e k u s t ī g a i s punkts , t i . , e k s i s t ē 
я «Я , tads, ka х eFCx >.• о о о 
PJeradiJums. 
Aplūkosim netūkšu, S' ­ s l ē g t u apakskopu ASX un kādu t ā s 
elementu xeA No nosacī juma 3) un kopas A S' ­ s l ē g t i b a s , varam 
sec ināt , ka АгЛхй, Jo S ' « X x » £ A . Tā kā A mēs i zvē lē jāmies b r ī v i , 
tad AnH*0 katrai kopai ASX, "kas apmierina p r a s ī t ā s ī p a š ī b a s . 
Pēc eākumnoaaclJundām kopa H i r S­kompakta, l i e u t o mēs 
varam sec ināt , ka H ir a r i S'­kompakta. I zmanto j o t Corna lemmu, 
konstruēsim minimālo ..netūkšu S ' ­ s l ē g t u kopu И, ska idrs , ka МПНУ0. 
Izvēlēsimies kaut kādu kopas MnH elementu a Pierādīsim, ka 
Sis elements a l r attēlojuma F nekusti ca ts punkts , t i . , aeF(a>. 
Lai t o i zdar i t u , pieņemsim p r e t ē j o : a«FCa>. Tad no nosac ī juma 
4 ) seko , ka e k s i s t ē tāds a e S ' « K a » , ka 
о 
infusupuXa F m la»>­ :q<dlamS' ( O l a » . 
n€W min 
Aplūkojam reālu skait l i relq,dlamS' (OCa»l un kopu 
Aļ "U <T| « f | Bit. , г » П Н » . 
ndN min j e r «u 
Tā kā а еЛ , tad А "0 Līdz ar t o S (А >*0. No nosac ī juma 1) 
O L I 1 1 
seko , ka A l r S ­ s l ē g t a , no nosac ī juma 2), ka S <A ) i r S ­ s l ē g t a 1 а 1 1 
Izvēlēsimies kaut kādu skait l i neH un elementu 
уеП « П В<Г,г» Г*0. 
•žn f,er «u 
No nosaci Juma 5> Iegūstam, ka 
F ( y > « n (O^ В<?^»ПМ>, 
min-TL Ķ€F !AJ 
kas fakt iski noz īmē, ka FCA ļ>SA ļ, t ā t a d A ( l r S a s l ē g t a , un l īdz 
a r t o S ^ A ^ - S - - s l ē g t a . Tā kā И l r minimālā netūkta S ' ­ s l ē g t a X 
apakškopa, tad S (A^­M. 
Bri vi izvēlamies ceR un xeM. No nosac i Juma 6 ) atrodam, ka 
e k s i s t ē tāda punkta x apkārtne UelKx), ka visiem yell, s«X 
izpildās: 
|t<y,z>­Ux,z>|<*. 
Tā kā Urvwe, tad varam Izvē lē t i es yeUnA (. Tad y«A ( un e k s i s t ē 
tāds n Q eft , ka izpildās: 
min ?€T <oJ О 
no kurienes Iegūstam: 
S<U F n <a»SB<y,r> un 
min 
О 
S<U F m <a»SB(x,r*e>. 
min 
О 
Skaitli ceR mēi izvēlējāmies b r ī v i , l i d z ar ko 
A <S<U Fm<a»)SBCx,r> un 
* nefN min 
Та kā H ir S­kompakta, kopa nav tukša , un eks i s tē zeA^. 
Skaidrs, ka zeB(x,r) un l i d z a r t o a r i zef l B(x,r ) , Jo X no 
kopas M mēs a r i izvēlējāmies b r ī v i . No š e j i e n e s 
zeA .--(ŗ) B(x , r»rw un A ffl. 
•«M 
Pierādīsim, ka K*£fSnK Pieņemsim p r e t ē j o : e k s i s t ē хеЛ^, 
tāds, ka P(x>£Ax. Tad e k s i s t ē s a r i t ā d s yeFCx), ka ycM un yeA j ( un 
kopa A^.­«B(y,r)rM būs ī s t a kopas M apakškopa, kas nav iespējams. 
Patiesām: 
Л^хО, Jo Р<х>ЛА4*в, pie tam A 4 I r S ' ­ e l e c t a . Tātad, A^­M, Jo 
H­minimālā S ' ­ s l ē g t a kopa. 
Esam pierādī jus i , ka FCA ļ>SA j, t ā t a d 'ir S ' - s l ē g t a . No M 
minlmalitātes seko , ka A^-M, li dz a r ko diamA2<r<diamM un mēs esam 
ieguvusi pretrunu. 
Tātad mūsu plepēmums bi ja n e p a r e i z s , un acF(a>, t i . , a i r 
attēlojuma F nekust īga is punkts, ko a r i mums va jadzē ja p i e rād ī t . 
Autors Izsaka dz i ļu p a t e i c ī b u doc. A.Lleplcam par v i spus īgu 
pal īdzību sī darba sagatavošanā. 
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Summary. 
The p r o o f s o f many well known f ixed po int theorems essential ly 
are based on the e x i s t e n c e o f a c l osure o p e r a t o r which 
s a t i s f i e s s e v e r a l condit ions . There fore in t h i s way we usually can 
general ize some theorems o f such kind. This method i s e laborated 
f o r the f ixed point theorems of unlvalued mappings. In t h i s paper 
the analogue o f one general ized theorem a b o u t the e x i s t e n c e o f a 
f ixed point f o r multivalued mapping i s proved. 
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АНОТАЦИЯ. 
Для многих хорошо известных теорем о существовании неподвижной 
точки в метрическом пространстве доказательства в сущности дела 
используют существование некоторого оператора замыкания, 
удовлетворяющего несколько условий. Таким образом, несколько 
теорем э т о г о рода- можно рассматривать как отдельные случаи Более 
общей теоремы. Такса метод хорошо разработан для теорем о 
существовании неподвижной точки однозначных отображений. Настоящая 
работа предлагает некоторый аналог такой обобщенной теоремы для 
многозначных отображений. 
УДК 317.98 
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ПРОЕКТИВНАЯ КАТЕГОРИЯ ДЛЯ ПРОИЗВОЛЬНИХ КОММУТАТИВНЫХ ДИАГРАММ 
««'и. Рубанов ' 
Аннотация. При некоторых гостроениях в проективной к а т е ­
гории 0X0 К., объектами которой служат обратные спектры над 
данной 'категорией К, естественно возникают и диаграммы над К, 
не являвшиеся обратными спектрами. Па них нельзя определить 
проективные «орфизмы, что с о з д а е т технические трудности . Снять 
их позволяет расширение категории Гротендика д о категории, с о ­
держащей все коммутативные диаграммы над К, построение которой 
и является основной целью данной заметки. и*?метим, что п о с т р о ­
енное здесь расширение проективной категории двойственно ин­
дуктивной категории прямых спектров в смысле Хаимсва. 
УДК 5 1 5 . 1 2 ' 
В алгебре и топологии хорошо известна проективная к а т е г о ­
рия Гротендика рЧОК, , объектами которой служат обратные 
спектры над данной категорией К. При некоторых построениях в 
этой категории естественно возникает и диаграммы над К, не я в ­
ляющиеся обратными спектрами. Иа яих нельзя оп^Эделять п р о е к ­
тивные морфизмы, что с о з д а ё т технические т р у д н о с т и . Снять их 
позволяет расширение категории Гротендика до категории , с о д е р ­
жаоей все коммутативные диаграммы над" К, которое строится в 
этой заметке . Из методических соображений ми сначала строим 
саму категорию Гротендика, чтобы показать затем , как характер 
возникающих здесь трудностей подсказывает конструкцию расшире­
ния. Отметим, что расширенная проективная категория , п о с т р о е н ­
ная нами, двойственна индуктивной категории прямых спектров в 
смысле Я.Н.Хаинова С 3 3 . О категории Гротендика с м . [ I , 2 ] . 
В дальнейшем К ­ фиксированная категория , объекты и м о р ­
физмы которой мы для краткости называем "К­объектами" и 
"К­морфизмами". 
Ī . К­ти'чграчмы 
Как известно,«диаграммой нал кят.;гор: 'еЯ К ( к о п о т к о ­
К­диаграмчой) называется система &»JX^ «Ra»»Aļ , с о с т о я ­
щая из индексного множества А с бинарным отношением 6 на 
нём, объектов л А категории К, занумерованных индексами 
oVfeA и заданных при в с е х oL6ot' из А проекций 
РАЛ' б К ( Х ^ Х ^ } • И н будем рассматривать только коммута­
тивные диаграммы, у которых отношение рефлексивно и т р а н з и ­
тивно, а все проекции вида является единичными К ­ и о р ­
физмэыи, причём вместо б будем писать 5 . Отметим, что 
условие транзитивности з д е с ь практически не умаляет общности, 
ибо е г о выполнения в с е г д а можно д о б и т ь с я , добавляя к­ коммута­
тивной диаграмме "кедостапиие" композиции её проекций. 
К­диаграмма называется обратным спектром над К ( к о р о т к о ­
К ­опектром) , если в её индексном множестве лвбые два индекса 
имеют общуо мажоранту. 
2 . Урявнённость. К­иорфиз»ов 
Пусть X­lXj . jP ,^ . ,к\ ­ К­диаграмма, а X ­
К­обьект . Индекс cCfeA называется уравнителем в X К ­ н о р ­
фиэмов ^ : Х 4 ­ » К и ^•X e 2*X . а с а м и э т и К­морфиэмы ­
уравненными в ' ' Х ' , если определена коммутативная диаграмма: 
Нам понадобятся такие свойства отношения уравнённости: 
( 1 ) Если $ 4 и ^ у р а в н е н ы в X . т о уравнены в X и лпбые две 
композиции вида и • 
( 2 ) Отношение уравнённости К­морфизмов в X рефлексивно и 
симметрично. 
Рефлексивность т у т вытекает из т о г о , что ­ единич­
ный К­морфнзм. 
( 3 ) Если X ­ К­спектр, то отношение уравнённости К­морфизмов 
в X транзитивно и, следовательно , является отношением 
экв в а л е н т н о с т и . 
В самом д е л е , пусть ct! и в! ­ уравнители в X z.-.л К ­ ° о р ­
•кзиов с и ^ с ^ 4 с о о т в е т с т в е н н о , a d ­ их обшая 
мажоранта n А . Рассматривая хомнутатнвнуо дкаграачу 
убеждаемся, ч т о с*> есть уравнитель в X для 1, и . 
3 . Спектральная категория 
Спектральным морфизмом (СМ) К-диаграммы X в К-диагратг-
му Y*^b,Čy^y,bj называется с и с т е м а ^­\^Др\. с о с т о ­
ящая из направлявшего отображения 6 ­ » ^ и образующих ­
К­морфизиов Jj, : Хф}У*­*ф • S>feu , удовлетворяющих при 
всех J>*J' из Ь следующему условию: 
( 4 ) К­морфизмы Jj' и Оьь'°л> уравнены в X. 
Композицией СИ i и ^ . ^ l ^ v j : *~» Ž Ч ^ ц ' . Г J 
называется система К.*\9,ЬЛ г д е в = ^ оу:Г—»А . а М Л <Р : Г , Г . П р и этом 
( 5 ) если Л ­ К­спектр, т о композиция а е с т ь СМ из Л в с . 
В самом д е л е , возьмём любые ļ f » f из Г . Пусть J> -
уравнитель в \ для 0 ,^ и (jgtHļg . Рассмотрим п о с л е д о в а ­
тельность К­морфиэиов: 
(6) t^lrtiM* * v v w ° V vM 
В ней ввиду ( Г ) оба крайних члена уравнены в X со средним, а 
значит, с о г л а с н о (3) , и между собой , ч т о нам и нужно. Наглядно 
э т о можно проследить по такой диаграмме: 
Единичным CM К­диагранмы X называется система WlkVlatV 
Это действительно СМ, ибо при любых oV.»<*.' из А индекс oL 
будет уравнителем для T j L ' 1 ^Xaj • ­ И 6 ™ 0 проверяется , что 
единичные СМ служат нейтральными элементами для определённой 
выше композиции. • 
и Итак', К­спектры и их СМ с определённой выше композицией 
образуют категорию ( а с с о ц и а т и в н о с т ь композиции о ч е в и д н а ) . 
Она называется спектральной категорией над К и о б о з н а ч а е т с я К. 
ч. Проективная категория Гротендика 
Спектральные морФизмы t'^*f,Jj,^ и ^ ' V f ' ^ j J К ­ д и ­
аграммы X в К­лиаграмму X называется гомотопными, если 
( 7 ) при любом jfeB» образующие JL И ^' уравнены в X . 
Проверим, что * 
если X ­ К­спектр, £ и f' - гомотопные C U из X в "1 , 
а ' i 'W'^rJ к ^ ' ~ г о « о т о п н ы е СИ из \ в 
К­диаграиму i , то СИ t j 0 ^ и (Р*т из ^ в ž т а к ­
же гомотопны. 
Для э т о г о возьмём любое XiY . Пусть £fcb ­ уравнитель 
в для образующих ( ļ j и ļļļļ . Рассмотрим п о с л е д о в а т е л ь ­
ность К­морфизмов 
(9) ?«,в Ц^И». Ir* *W'*»" 
Согласно ( I ) и условию в ней уравнены любые два соседних ч л е ­
н а , значит, ввиду ( . 3 ) , уравнены и крайние её члены, что и 
требовалось д о к а з а т ь . Доказательство иллюстрируется такой 
диаграммой: I 
V - * I V 
Х^Чч/ф) . 
Заметим теперь , что если рассматривать только СИ, о п р е ­
делённые на К­спектрах , т о их гомотопность ввиду ( 3 ) б у д е т о т ­
ношением эквивалентности. Класс всех СИ, гомотопных морфизму 
/ о б о з н а ч а е т с я С / ] . Предложение С8) : и з в о л я е т определить 
композицию таких классов формулой C(JJ<>C4*3*Clļ»i] . Полу ­
ченная Факторкатегоркя спектральной категории , "обрьзонанная. 
о 
К­спектраии и гомотопическими классами спектральных морфизмов 
и есть проективная категория р"ЦЭ К. . 
5 . Слабая уравнённость 
Рассмотрим К­диагранму X Л . В ней проекции 
^­ и Oj уравнены с , но не уравнены между с о б о й . Таким 
образом, отношение уравнённости К­иорфизмов в К­днаграыме, не 
являвшейся К­спектром, может не быть транзитивным. Э т о не 
позволяет в неизменном виде распространить конструкции двух 
предыдущих пунктов на произвольные К­диаграммы. Подробнее, при 
таком распространении становятся неверными предложения ( 5 ) и 
( 8 ) , ибо из уравнённости всех пар соседних членов в п о с л е д о в а ­
тельностях С б ) и ( 9 ) з д е с ь уже не вытекает уравнённость их 
крайних членов. Но само с в о й с т в о уравнённости соседних членов 
сохраняется и з д е с ь . Это наводит на мысль восстановить у т р а ­
ченнув транзитивность, ослабив определение уравнённости с п о ­ " 
мошьВ транзитивного замыкания. Именно, дадим такое 
Определение. 
К­'орфг.зны $ Х у . ­ * ! и 4'"^а,'—*^ будем называть 
слабоуравнённими в К­диаграмие Xļ , если существует такая п о ­
следовательность К­иорфизмов ^ ļ - 4 * ^ , ^ х > ­ • • ^^п.­^^ ( н а з о в ё м 
е ё уравнивавшей), в которой лоб не два соседних морфиэма у р а в ­
нены в ц , 
СледуоЕие свойства слабой уравнённости очевидны: 
^ 1 о ^ Еоли К­морф.иэмы и с л а б о уравнены в X , то слабо 
уравнены в X и лобые две коипозиции вида К»^ и К"^  . 
Для лвбой диаграммы X отношение слабой уравнённости в 
д рефлексивно, симметрично и транзитивно . 
. Если два К­морфиэма уравнены в . то они и с л а б о у р а в ­
вены в А . 
Как видно из примера в начале пункта, ( 1 2 ) обратить в о б ­
щем случае нельзя . Но ire ( 3 ) с л е д у е т , ч т о 
£ Г 3 ^ если X ­ К­спектр , то левые два слабоурапненных в нём 
К­.морфиэна уравнены в нём. 
Теперь мы ličjģesi перейти непосредственно к п о с т р о е н а и с ­
комого расширения. 
6. Расширенная спектральная категория 
Ослабни в определении спектрального морфизма условие ( 5 ) , 
заменив е г о на следующее: 
(.5 ) К­морфизмы и %fi*7*i$ с л а б о уравнены в X . 
Системы, удовлетворявшие полученному новому определенно, н а ­
зовём слабыми спектральными норфиэмали (CCU) К­диаграмм. Вви­
ду ( Г 2 ) всякий СИ е с т ь CCU, а кз ( 1 3 ) с л е д у е т , ч т о всякий CCU, 
определённый на К ­ спектре , является СИ. 
( 1 ч ) Лемма. 
Для любых CCU 1 : Х ­ т ^ и слабо уравненных в> X К ­мор ­
физмов •• -* Ъ. и у ­. Х-*-*Ъ. композиции ^'°^ь' 
и ļ*»^ J>* слабо уравнены в X . I 
Доказательство . Допустим сначала, ч т о | и Q уравнены 
в Y . Пусть ф - их уравнитель. Тогда в последовательности 
К-МОрфИЗМОВ {(ļ.ļf , tļ « Щ ш1. %Ц>Щ , Cļ.ļŗ ) 
оба крайних члена ввиду ( Г О ) слабо уравнены со средним, а , 
значит, и иенду с о б о й . В общем случае рассмотрим уравнивавшую 
в Y последовательность Ц'Л»,...,^,»,,^* J , г д е 
t,Ļ € rs(Yj, t >Z) : По доказанному в последовательности 
U ' H s ^ f r P * " Y * ' J ^ Л В б ы е Л М с о о е д н и х ч л е н а 
слабо уравнены в X • Значит , слабо уравнены в Х^  и её край­
ние члены, ч т о и т р е б о в а л о с ь д о к а з а т ь . 
Возмём CCU Ī ­ X ­ » " 1 н Qŗ* *~"*!Jts • Их к о м п о з и ­
ция К определяется так же, как для CU в п. 3. Она является 
ССИ из X в J , ибо для любых ^ * у ' из Г К­морфизмы 
слабо уравнены ввиду ( 1 4 ) . Ясно также, ч т о определённые в п.З 
единичные СИ будут нейтральными элементами относительно такой 
композиции. 
Суммируя сказанное, получаем, что справедлива 
Теорема I . 
К­дкаграммы и их ССИ вместе с определённой выше компози­
цией образуют категорию, полной подкатегорией которой является 
спектральная категория К­спектров и их СУ 
Категорию из теоремы I е с т е с т в е н н о назвать расширенной о 
спектральной категорией над категорией К. Обозначим её К с . 
7 . Расширение проективной категории 
Заменим в определении гомотопности из п. 4 спектраль­
ные морфиэны на CCU, а условие С 7 ) на: 
( 7 ' ) при любом J>fefe образующие § ^ и л ^ с л а б о уравнены 
в Х_ . 
Два CCU, удовлетворяющие полученному новому определению, 
назовём слабогомотопными. Ввиду ( I I ) слабая гомотопность 
является отношением эквивалентности, а из ( 1 2 ) и ( 1 3 ) с л е ­
д у е т , что если Х ­ К­спектр, т о классы слабегомотопных ССМ 
заданных на нём, совпадает с­ классами гомотопных СУ. 
Пусть ļ и У - слабо гомотопные CCU из К-диаграммы X 
К-диаграмм у а ļ и 1' ­ с л а б о гомотопные CCU из Y в­
К­диаграмму 2 . Тогда и композиции и <£°\_ слабо 
гомотопны. Доказывается э т о так же, как утверждение ( 8 ) с за­
меной ссылок на ( I ) и ( 3 ) ссылками с о о т в е т с т в е н н о на (ГО) и 
( I I ) . Это позволяет определить коипозицию к л а с с о в слабогомо­
топных ОСИ посредством их представителей так же, как в п. 4 
композицию классов гомотопных СМ. 
Из всего сказанного вытекает 
Теорема 2 . 
Все К­диаграммы, удовлетворяющие условиям из п . I , и 
классы их слабо гомотопных ССМ с определённой выше операцией 
композиции образуют категорию fYoK , в которо . : ' проективная 
категория ptū К. является полной подкатегорией . 
Категорию f4oK мы назовём расширенное проективное 
категорией над категорией К. 
8 . Обобщённый шейповый функтор 
Как хорошо известно , морфизмы проективной категории мон­
но задать формулой Гротендика: р ч о rUX,^ *) ­ U.n\ t i a i rUXjX^ 
}> * 
Нетрудно проверить, что она о с т а ё т с я справедливой и для расти 
ренной проективной категории. Это позволяет естественным обра­
зом распространять .с рчеК на РчоК. различные конструкции. 
Например, построение функтора о б р а т н о г о предела переносится 
на" r\j3r\ без всяких изменений. Шейповый функтор продолжить 
на P \ q i £ несколько сложнее. Покажем, как ч т о с д е л а т ь . 
Если отождест! 1 " ь кажлый К­обтечт X с очнооГ>ектним 
К­спектрои \.Х,4ц1 . категория К станет полной п о д к а т е г о ­
рией как в гЧоК, так и в Ķ E . При этом CCU вида £:Х­»Х 
полностью определяется своими образующими р^: X­tXn, , ком­
мутирующими с проекциями диаграммы X . Такие ССМ называются 
К­конусами. Гомотопные К­конусы равны. Поэтому каждый К­конус 
можно рассматривать и как морфиэм категории гЧоК . 
Пусть & ­ полная подкатегория категории К. К­конус 
p=VWV>X—»Х назовём К­конусом Морита класса ^ , если 
выполнены следующие три условия: 
( 1 5 ) X ­ & ­ д и а г р а м м а ; 
( 1 6 ) для всякого R­морфизма ­ f :X­>l в & ­ о б ъ е к т Y най­
д у т с я такие индекс о\£г\ и К­морфизм Xj_­Vi , что 
( 1 7 ) если Y ­ & ­ о б ъ е к т и К­иорфизмы Х^­»Ч и 
физмн слабо уравнены в X . 
Два последних условия можно заменить таким: 
( 1 8 ) если Y ­ X ­ о б ъ е к т , т о для в с я к о г о К­морфизма 
^ : % — * \ ' существует единственные морфизм 
Ft РчйКЛХД!) . " я к о т о р о г о ļ p o p » ^ . 
В самом д е л е , всякий ССМ из X в X можно отождествить с 
единственной е г о образующей ^дГ* • а с л а ^ а я г о м о ­
топность таких ССМ означает слабую уравнённость их образующих 
в X . Поэтому ( 1 6 ) е с т ь условие существования морфизма F , 
а ( 1 7 ) ­ условие его единственности . 
Допустим, что каждому К­рбъекту X сопоставлен К­конус 
Морита класса £ : обозначим е г о рх*. Х ­ » М 1 Х ) . Назовём о б ­
общённой К­шеПповсй категорией класса категорию, объекты 
которой такие же, как у категории К, а морфизмы из объекта X 
в объект X с у т ь морфизмы категории РчоК из М\Х) в М № ) . 
Обозначим э т у категорию S h . ^ ^ . Из ( 1 8 ) с л е д у е т , что каждо­
му К­морфнзму ^'.Х­*Ч с о о т в е т с т в у е т единственный морфизм 
, удовлетворяющий равен­
ству S i ^°px ­ £ t ° i . И з единственности с л е д у е т , что при 
этом S(GJ»^)1 2)Up" Slj-") . Такии образом , полагая для каждо­
г о К­объекто X SvX\=X, получаем обобщенный К­шейпоаий 
функтор класса S'K.-^Shķ;^. 
Summary. Some c o n s t r u c t i o n s in O r o t b e n d i e c k p r o j e c t i v e ca 
t egory ProK, the o b j e c t s o f which a r e i n v e r s e systems o v e r 
the given c a t e g o r y К l e a d s n a t u r a l l y to diagrams o v e r К which 
a r e not i n v e r s e systems . I t i s i m p o s s i b l e to d e f i n e p r o j e c t i v e 
morphlsois f o r such diagrams. To overcome t h e s e d i f f i c u l t i e s 
we deve lop here an extens ion o f the c a t e g o r y . roK t o a c a t e ­
gory c o n t a i n g a l l comutat ive d i a g r a m s . H o t i c e that the e x t e n ­
ded p r o j e c t i v e c a t e g o r y d e s c r i b e d h e r e i s d u a l to the Haimov 'в 
c a t e g o r y o f i n d u c t i v e d i r e c t e d s y s t e m s . AMS S u b j e c t C l a s s i f i ­
c a t i o n 54B35 , 54056. 
I .Rubanova. Komutatlvu diagrammu p r o l e k t l v a k a t e g o r U a . 
A n o t ā c i ļ a . Dažus k o n s t r u k c i j a s p r o j e k t i vā ju k a t e g o r i j a 
ProK, kuras o b j e k t i i r i n v e r s i e s p e k t r i v i r s d o t a s k a t e g o r i j a s 
K, d a b i s k i noved p i e v i s p ā r ī g a m diagrammām v i r s K. Tādam d i a g ­
rammām nevar d e f i n ē t a t b i l s t o š u s p r o j e k t l v u s mor f i smus . I e l 
n o v ē r s t u š o g r ū t ī b u s ā j ā r a k s t a , m ē s d e f i n ē j a m Qrotend ika k a t e ­
g o r i j a s pap laš inā jumu, kurs s a t u r v i s a s komutat lvas diagrammas 
v i r s k a t e g o r i j a s K. Atz īmēs im, ka k o n s t r u ē t a i s p r o j a k t ī v a s k a ­
t e g o r i j a s К paplas lnāj i ­ms i r d u ā l s d i r e k t o s p e k t r u p r o j e k t i v a i 
Huimova k a t e g o r i j a i . 
Отделение математики 
Кировский педагогический институт 
Киров 
Если вместо ( 1 5 ) п о т р е б о в а т ь , чтобы X была Л ­ с п е к ­
тром, условия ( 1 6 ) и ( 1 7 ) с т а н у т равносильными обычным у с л о ­
виям ассопикрованности X и X в смысле Иорита ( с т р о г о г о в о ­
р я , для э т о г о надо е«ё положить К=Н­ТОР и ( [ 2 1 ) , но 
с категорной точки зрения э т о н е с у щ е с т в е н н о ) . Поэтому данные 
нами определения действительно обобщает обычные определения 
шейповых категории и функтора. 
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ON DECOMPOSITION OF A SET INTO CERTAIN SUBSETS 
AND cl­CARDINALITY OF A TOPOLOGICAL SPACE 
Y u H B K f m a n . В E ShaplrovsklJ and A P.Sostak 
Summary. By c l ­ c a r d l n a l l t y of a space X we call t h e cardinal 
clard<X) ™ mln< T : each s u b s e t (of X> I s a union o f 5 т closed in X 
s u b s p a x * > . Soma r e b t i o n a between cl c a l d i u a l l t y and cardlru­ .IH v 
of a s p a c e a r e e s t a b l i s h e d Among them |X| < cl< 2 c l e r d < X > ' ' < X > ) s 
a 2 c l a r d < X > ­ K X > e n d и п Л а г Q U i | X | « с1*1чКХ>­1СХ> f o r e a c h weakly­
addltlonal T ( ­ s p a c e <ln p a r t i c u l a r , f o r each T g ­ s p a ­ e of p o i n t ­
countable t y p e i (The equality Is Independent of ZFC j 
Ol.H » " 2 T < 2 T * f o r e v e r y cardinal т "1 B e s i d e s , under 3LH 
IX l < c l * r d < X > , < X > f o r e v e r y T t ­ s p a c e X 
A MS S u b j e c t c l a s s i f i c a t i o n 5ЧА25 , 34ЛЗЗ 
In (31 we have I n t r o d u c e d t h e n o t i o n o f k­power k<X> 
o f a t o p o l o g i c a l s p a c e X a s t h e l e a s t c a r d i n a l г s u c h t h a t each 
subspace Y o f X can be r e p r e s e n t e d a s a union of n o t m o r e than 
T соmpacta I t was proved In 131 t h a t klX> la " a l m o a s t always " 
equal t o t h e power IXI o f X <e.e If |X| < C* o r If k < X > X # • k < X » 
Moreover , a s I t Is announced by (Jerl lts , Hajnal and Szentmltclossy 
(9) , ktX> » 1XI Гог each T 2 ­ s p a c e X. 
Developing the Idea t o e s t i m a t e t h e power of a s p a c e X by meaita: 
o f t h e l e a s t number г suff lclei ­ . t t o decompose each I t s subspace Y 
I n t o T s u b s e t s with c e r t a i n p r o p e r t i e s , we Introduce liere a new 
cardinal f u n c t i o n ouu­d<X> • mln<r:V Y с X 3 c losed t in X ) s e t a Vf, 
{ < T I t . Y • L«Y < <t> > Clard I s used t o e s t a b l i s h s o m e new 
c o n n e c t i o n * b e t w e e n d i f f e r e n t cardinal l u n c t l o n a of I­^polc^­lcal 
space . Speci f ica l ly , It I s shown t h a t , under 41 И . Xi < c l a r d C X ) 1 0 0 
f o r each T j ­ s p a c » and |X| ­ clard<X> • 1<X> f o r each T 2 ­ a p a c a of 
point ­countable type In p a r t i c u l a r , |X| a cLardCX) f o r aach 
Llndelof T^­space of p o i n t ­ c o u n t a b l e t y p e 
Ve uaa t h e standard n o t a t i o n a c c e p t e d In General Topology: 
1СХ) la t h e Lindalof number, c(X> la t h e Sousl ln number, « ( X ) la 
t h e welcht , nwCX> la t h e r » t w o r k » o l ; h t , d(X> l a t h e d e n s i t y , nw<X> 
la t h e f i ­welght , n*<X> la the л ­ c h a r a c t e r , yCX> la t h e pseudo­
chracter ,ww(X> la the pseudowelcht o f t h e a p a c e X 
Greek l e t t e r s T , X . , U , and a stand f o r a r b i t r a r y c a r d i n a l a 
or f o r the c o r r e s p o n d i n g I n i t i a l o r d i n a l s No s e p a r a t i o n axiom 
la assumed u n l e s s expl lc ltely s t a t e d . 
V e s t a r t w i t h some prel iminary f a c t s o f cardinal a r i t h m e t i c . 
Let loc <T> • rain <vjj"fc Т > and Loc <T> • mln <W: • > 161 . 
We w r i t e Just ln<T> and Ln<T> I n s t e a d o f 1о£ 2 <Т> and L o g ^ ( r ) r e s ­
pectively . Some elementary f a c t a about t h e s e f u n o t l b n s a r e c o l l e c ­
t e d in t h e next easy s t a t e m e n t : 
A s s e r t i o n 1. T*or a r b i t r a r y cardinals р,т ,м, and ' t h e f o l ­
lowing Inequal i t ies hold.' 
« } loc < T X > S X • l o t < T > I 
<2> Loc T T > S T J 
ŌO If 2 " » т Х , then 1п«т Х > S » < Ln<T X >i 
and b e s i d e s к S * , t h e n *• ln<T> < a < г '* ) 
A s s e r t i o n 3 ° < s e e 161>. Loc T J J > la г ocular and Lu>c <o> ­ cf< ( . > 
f o r each cardinal у 
Indeed, If Los^CuJ • £ ( u ^ a < c f C L o e ^ C u » ) and » a < Log^<ti> 
f o r eU a . t h e n by def init ion V < ц^Л^ш 'uZ<v "<^<l.0t^iiim 
• П < * J " ­ : a < c K L o c ^ i O » ­ u c f < L ° 5 " < * i > > . b e c a u s e 1 ^ < L o * ^ 1 " » 
at у . Thus u < ^ c ^ ^ ^ ° * ***** and consequent ly , 
cfCLoc^C^)) > Lc­c^<"> 
Let u i 3 T , then L o c 2 <p> > т and t h e r e f o r e u < <a* >'­°** c < > J > ­
­ j L o « » r < * J > . However, t h i s means t h a t U>c2t<w> > Ln<u> Since 
on the o t h e r hand, obviously Ln(u) > l . u c 2 I t fol lows t h a t 
• " 1 г ' , ­ < " > • 1 n(, ,> , and In p a r t i c u l a r . L o « 2 ŗ < 2 T > - L n ( 2 T > Henoe 
from t h e p r e v i o u s a s s e r t i o n I t fol lows 
A s s e r t i o n Я (aee (61> For e a c h cardinal 

A s s e r t i o n « . card<X|!f>> S |X| < |9>| S 2 ' X | and |5>l е » « | « 1 л -
• 2 ' * " ' f o r eoch admlsslbl* family Я С exp X. In p&rCtcui&r, 
cl*p«KXJ i |X I S |!ГХ| S 2 | X | and I X x | o l a r < K X > - 2 , X | f o r each 
Т г « р а с а t X . S ^ X 
Applying A s s e r t i o n 1 <4> we get. from h e r e 
A s s e r t i o n 8. саг<КХ|Р> • LN< |54 > S |X| < Ln< | * J = » | c a r a < x ^ ) f o r 
EACH admissible family P. In p a r t i c u l a r . I f iX.S^i la a T | ­ a p a c e , 
t h a n c i a r d < X » L N < | r x i » < |X| < Ln<| Г%\ciaFd<x3} < c f < | Г х 1 с 1 * х < К Х > ) 
Taking I n t o considerat ion A s s e r t i o n 3 CS> and A s s e r t i o n 1 <1> 
t h e previous s t a t e m e n t Implies 
a s s e r t i o n S°tOLHl |X| ­ cardCX15b• ln< i f | J FOR EACH admissible 
family P. 'IN p a r t i c u l a r , 1Г <X.3" X> i« * T ] ­ a p a c e , t h e n 
IXI A clardCX) l n ( | 7 x l > . 
Applying A s s e r t i o n 4 AND A s s e r t i o n S we g e t e a s i l y 
A s s e r t i o n 0 I f J t " s an admiss ib le family such t h a t l ^ l S u T < 2 | X ! 
t h e n 1X1 < u T C " R D < X L ' J > J . 2 | X | a n d m o r e o v e r . I f t S IX | t h e n 
T C A R D « | < P > l n C u > 5|X| < L n ( f J T C * r d < X ' S > > > < „ r . cs ,d<X | 3 b 
In p a r t i c u l a r . If I X , J ^ ) Is a T ļ - s p a c e , 13^1 S p 1 S 2 | X | and 
T i |X|, t h a n ^ 
1, - . ., , , , . , T• clardCX). . T - c l a r d < X > _ -,1X1 T clard<X> • In<u> S IXI < U K , , ) i fj a 2" 
A s s e r t i o n C ° [ a m i . 1Г P I s an admiss ib le family s u c h t h a t 
IS>I < p* S 2 ' X ! t h e n 1 X 1 ­ r c­.ardfX |£p>• Into> In p a r t i c u l a r , IF 
tX,fl" x> i s a T j ­ s p a c e , then |X| а т• clard<X> ln<u) 
Lemma 1 If P С exp X and \9\ < |X| t h e n t h e r e e x i s t s e t s 
X such t h a t X ­ *„' .> X% and |P| < |X| i o r e a c h P « f 
contained In X ( , I A 0,1 
Proof. L e t J" A tpe P : | X 1 a | P | > According t o Kuratowsky 
Lemma CSEG e.g. H.U)> there e x i s t X q . X J C X s u t h t h a t X Q N P m 0 
and XjO P * 0 for all P« У 
P r o p o s i t i o n 1 ° . If P I s admissible and |X| a | Я| . t h a n 
cf<|X|> < cardcXli > < IXI. Hence If b e s i d e s |X| Is r e g u l a r , t h e n 
IXI ­ cardCXlP) 
Proof According Lo Lemma I t h e r e e x i s t s a p a r t i t i o n X - X 0 u X ] 
such t h a t IP I < |XI f o r each Pe 9 which Is contained In X ļ t 1-0,1 
Since P Is admiss ible , f o r e a c h 1-0.1 t h e r e e x i s t s a family file P. 
ij^l S c a r d i x i ? ) such t h a t X ( a uij L e t t i n g p- m Pjj P ' we have 
II? 'I < card(X|!P >, X - u p ' and |P| < |X| f o r each Pe i J ' and hence 
cf< IXI ) S I <ī> • I < cardCX\3b. The second Inequality Is obvious . 
The p r e v i o u s s t a t e m e n t h a s the following corollary: 
РГ PLVS1 М ° П 1 . 
|X| a 2 and 2 Is regular , t h e n clard<X> a | XI 
(Really, s i n c e \T%\< 2 n w < X > S 2 ' and i j ^ l 2t |X| 
t h a t |X I • I I and t h e r e f o r * we can u s * t h e previous p r o p o s i t i o n . ) 
C o r o l l a r y 1'. V i e t ' and IXI a 2 T , t h e n , under a s s u m p t i o n 
t h a t 2 ' la r e g u l a r , |X| ­ clard(X> In p a r t i c u l a r . If X la a s e ­
parable m e t r i c space and | X | a С , t h e n , under assumption c f ( C ) а С , 
the equality clardCX) а С h o l d * . I.e. t h e r e e x i s t s a s u b s e t X Q c X 
which can n o t be r e p r e s e n t e d a s a union of l e s s then С c losed 
(In X> s u b s e t s . 
In t h e s e q u e l we shal l n e e d the following obvious f a c t : 
A s s e r t i o n 7. c(X) < hc(X> S hl(X> S c l a r d ( X ) 1(X) S |X| f o r 
each T ( ­ s p a c e X. 
P r o p o s i t i o n г If ( X , T X > 1« a T j ­ s p a c e . t h e n 
|Г„| s шй***кфт г | Х | and r ™ ,X| < w t X ) ­ i ­ ^ < « > « « , 
Proof . I t I s well­known (and e a s y t o v e r i f y ) t h a t 
|S­X|S • < X > h , t X > . and hence, by A s s e r t i o n 7. | 3 x | S . c X > c l * p d < X > ' , < K > . 
To complete t h e proof i t la s u f f i c i e n t t o n o t i c e , t h a t w(X> S 2 | X | 
(by A s s e r t i o n 4 ) and hence w ( X ) K X > S 2 , X | and apply A s s e r t i o n б 
• T , „ 4 i ( X ) for ,1 ­ w(X) 
Since wCX> < n * < X ) c < X > 161 f o r e a c h l y s p e c e X and c ( X ) S 
< c lard(X) ­ 1(X) (by A s s e r t i o n 7 ) , t h e p r e v i o u s s t a t e m e n t implies 
Pi o p o s i t l o n г: If OC,Tx> I s a T 9 ­ s p a c e , t h e n lIT^I S 
< „ « С Ю ­ 1 ­ * O O I O D . a | X | | X | I B t < X ) c l a r 4 K X > K X > 
l l M I Г° L e t O t , ? ^ ) be * T ( ­ u p a c e and a cardinal т S |X| 
«uch t h a t e i t h e r w<X> < 2 T o r X la regular s p a c e and п*<Х> S 2 T . 
Then lit) < L n < 2 r ­ I ­ * ® ' ! " ' , S c f C 2 T ^ « « X > ' « > > ­ 2 1 X | 
and hence, under GLH. |X| » i • clardcx>l<X> 
Proof. From Proposi t ion 2 and P r o p o s i t i o n 2 ' I t fo l lows , 
t h a t IJ'JJI S a T ­ c U r d < X > ' K X > . To c o m p l e t e t h e p r o o f i t s u f f i c e s 
t o apply A s s e r t i o n o. 
in c a s e T m clard<X>' KX> t h e p r e v i o u s s t a t e m e n t implies 
o r »*<X> S 2 
|X| < L n t 3 o i ­ r d < X > l < X > > < c f < 2 c l * P d < X M < X > > < 2 « = » ­ « « « > l C X > . 2 | X | 
Hence, under GLH, |X| ­ c l a r d ( X > ­ K X > 
On t h e o t h e r hand taking I n t o c o n s i d e r a t i o n t h a t w<X> < 2 d < X > 
f o r each T g ­ s p a c e o r w<X> < 2 n w < X > and l e t t i n g т ­ d<X> o r 
T a nw(X> we g e t from Lemma 2 ° t h e following 
e_ iv, , _nw<X>­ c l a r d < X > . , _ , , , n w < X > c l a r d < X > 4 , P r o p o s i t i o n 3. IjHI < Ln<2 ­ > S cfC2 > < 
S j " * a > d » r , K X ) ш 2 | X | f o r each T j ­ s p a c e X and hence , under GLH, 
|XI a nw(X>­dard<X>; i f b e s i d e s X i s a T g ­ s p a c e t h e n 
|X| < L n C 2 d < X 5 ' c l * p d < X > ' l < X > ) < c^d^XJ c l a r d < X > . 1 < X > ) m 2 | X | 
and hence, under GLH. |X| ­ «KX>­clard<X> KX> 
Following t h e t r a d i t i o n a l terminology a t o p o l o g i c a l apace e a c h 
s u b s e t or which Is a O.^jbet will be ca l led a Q ­ s e t < s e e , 
•: с CUD. 
P r o p o s i t i o n 4 Let X be a T } Llndelof Q ­ s e t . Then 
IXI < LnC С > 5 cf<C > S С • 2 | X | and hence under LH |X| » M Q If 
one o f t h e following condit ions holds : ' 
Ca5 dCX> < nQ and X Is T ^ s p a a e : 
Cb) nw<X> S С and X I s T g ­ s p a c e j 
Cc> n*tX> < С and X Is T g ­ s p a c e ; 
<d» nw<X> S * 0 ; 
(e> w<X> S С ; 
<f> j j d b < С 
С For Q ­ s e t s contalhed In t h e r e a l line t h i s r e s u l t was 
e s s e n t i a l l y proved by F H a u s d o r l f . see e.g. i n J) 
Proof . Notice f i r s t t h a t If X Is a T j Llndelof Q ­ s e t , t h e n 
clard<X> 5 X c Applying now Lemma 2 ° we o b t a i n t h e s t a t e m e n t in 
c a s M Cb>, lai and <d>. and applying P r o p o s i t i o n 3 we get. t h e 
s t a t e m e n t In rese Ca> 
L e t ilX> • sup < »*Л,Х>:АсХ ) ; »­ c l <X> ­ sup < y<H,X>:H I s 
closed In X > The following s t a t e m e n t Is t r i v i a l : 
A s s e r t i o n В w<X> £ » , c l < x > ­ " clard<X> f o r e a c h 
T j ­ s p a c e X. 
I t Is well­known Csee e g 11 ,7 ,101) t h a t 1X| S T n l < x > where т 
I s a cardinal such t h a t f o r each c losed s e t F containing m o r e 
then one point t h e r e e x i s t s a family < F^n. <T > of c losed s e t s 
such t h a t F • и < F :a <T > and F\F a 0 f o r all a < ; It i s a a 
also c l e a r t h a t if $> x la a pseudobase o f a point x in X t h e n 
f o r each K « F , |F| 2 2 we have F ­ <x> и и <FvB :B • > and 
hence |X| £ * < Х > Ы < Х ) . On c a s e of a T^-space X t h i s i s equivalent 
t o t h e c l a s s i c a l Inequality |X| £ 2 M < X > > . Hence applying A s s e r t i o n 
7 and A s s e r t i o n 8 we have t h e following s e r i e s o f Inequal i t ies : 
. „ . * , „ , h K X > . . . , „ .c lurd<.X>­1CK> „clard<X> l<X> _ 
IXI £ ,<\' . cLard(X) a 2 . Thus we g e t 
P r o p o s i t i o n 5. IXI £ a c l a r d t X > IOO f < > r e a c h т ^ в р л с л x 
A a p a c e X will b e called w e a k l y a d d i t i o n a l С w e a k l y n­addi­
t i o n a l 3 If w<X> £ IXI Cresp. I f n v ( X ) £ | X | >. 
A s s e r t i o n B. A s p a c e X I s weakly additional (weakly л ­ a d d l t l o ­
nal) I f f *<X> £ 1X| ( r e a p . I f f tivtX) £ |X| >. 
(Indeed. I t It s u f f i c i e n t t o n o t i c e t h a t w(X> £ x ( X ) ­ | X | and 
nw(X> < nx<X> |X|>. 
Since yCX) < IXI f o r each T ^ ­ s p a c e , t h e p r e v i o u s s t a t e m e n t 
Implies: 
A s s e r t i o n 9 ' . I f X i s a T y s p a c e and *<X> ­ wOO, t h e n X I s 
weakly additional . 
A s s e r t i o n 9 ' ' . If X la а Т^­араос of p o i n t ­ c o u n t a b l e t y p e , 
t h e n X Is weakly additional. 
(Really , a s I t I s wel l ­known, ( s e e e .g . ISO, If X i s a 
T 2 ­ s p a c e o f p o i n t ­ c o u n t a b l e t y p e , t h e n * ( X > a y*X) and hence we 
u s e A s s e r t i o n 9'>. 
Theorem 1 ° L e t X be e i t h e r a weakly additional s p a c e o r 
|X, < l W = 1 « ­ " X > 1 0 0 > S. o r ( 2 c , « ­ d < X > ' < X > > S a c l a r d < X H « > . , 1 X 
and l .ence, under GLH, |X| • O U ­ d ( « ) UXi 
Proof. Prom P r o p o s i t i o n В we s e t wCX) S |X|< 2 c l * , 4 l t x > " 1 < x > i n 
t h e f i r s t с а м and nwCX> < |X| S ­ jCiardCX) • 1 C X > J n L b e M c o r u l C M , 
I t rtm­Jns t o use Lemma 2. 
Applying A s s e r t i o n 9 " we o b t a i n from h e r e 
Theorem i . If X Is a T ^ ­ s p a c e o f p o i n t ­ c o u n t a b l e type , t h e n 
1X1 < и , С 2 с 1 ^ < Х > 1 < Х > ) S c f < 2 c , ­ « 1 < X > l < X > > S 2 < = « ­ * ­ « ) K X > 
and hence, under OLH. |X| a clardCX)­KX>. 
C o r o l l a r y 2­I OLH] If X la a Llndelof T ^ s p a c e o f point ­
countable t y p e , t h a n |XI • clardCX). 
C o r o l l a r y 3. I f X i s a Llndelof Q ­ s e t of p o i n t ­ c o u n t a b l e t y p e , 
t h e n |X|.< LnC2 H *> < c f C 2 H , > S 2H" a 2 , X | , and hence , under OLH, 
3 121 wwCX) S clardCX) • ln<X> f o r each T ļ - s p a c e 
In p a r t i c u l a r , it |X| s z , t h e n IKWCX) a clardCX) т . 
Proof. Since IXI ir . ! * . ' * t h e r e e x i s t s an I n j e c t i o n ( n o t 
n e s s a r l l y c o n t i n u o u s ) JX — i ' n < X > . Take a p s e u d o b a s e Ж In 
jln< | X | ) B U C H L H A T s int|X|> a n d l e t "i ~ < j " ' < B > * eft> . 
According t o A s s e r t i o n в f o r each А с X t h e r e e x i s t s a p s e u ­
d o b a s e o f A In X such t h a t I | < clardCX) I t la easy t o 
n o t i c e now, t h a t F m и c£ :G<= £ > I s a pseudobase i n X and 
\T\ S clardcX> lnC|Xj> and hence^wwCX) < clardCX)­ ln< | X | ). 
Since |XI S 2 e t a r d < x i • i < x > Cby P r o p o s i t i o n B> i t fo l lows t h a t 
ln< I XI > S clardCX) ­ ICX) T h e r e f o r e t h e p r e v i o u s s t a t e m e n t Implies 
P r o p o s i t i o n (V.CfZl) ywCX) < clardCX) • ICX) f o r each 
T | ­ s p a c e X. 
Theorem a. If X le a ^ ­ s p a c e , t h e n 
nwCX) « C2 clardCX)>^LiiX ) S < 2 c l a r d C X » K X > 
Here ^7 ICX) • mlnC r: r I s a r e g u l a r cardinal and for each 
c o v e r V, of X t h e r e e x i s t s a s u b c o v e r *U 'с "Ц. such t h a t | ļ ļ 1 1 С т ) . 
Proof (. I t I s known Csee 161) t h a t f o r each topologica l s p a c e X 
t h e following Inequalit ies hold: nwCX) < wwCX) < wwCX) . 
CAs usually o~ a £ Cu": A < и > ) . From p r o p o s i t i o n o ' l t f o l l o w s 
now t h a t nwCX) £ CICX) c i « r d C X ) ) W l ° ° and not ic ing t h a t « u T ) T a u T 
f o r each regular cardinal т Csee 161) we have nwCX) < 
S C c l a r d t X J ­ K X ^ ^ I I ^ i CclardfX) . г С ^ Л З ? . < 2 - c U r d « X » ' ? L £ ? > 
By means o f Proposit ion Э t h e p r e v i o u s Theorem Implies 
^ l <ХЭ 
Theorem 3 . IXI < 2 | X | < 2 C , A R D < X > ' f o r each T j ­ s p a e e X . 
In p a r t i c u l a r , under GLH, |X| < clard<X>? '£ x ­ > < c l a r d < X > K X \ 
C o r o l l a r y « i g m i If X Is a Llndelof T , ­ s p a c e , then 
I X I < c lard<X) " » 
C o r o l l a r y 4'iOLHl If e v e r y s u b s e t of a Llndelof T j ­ s p a c e 
X Is a union o f < С closed Cln Xi s u b s e t s , t h e n |X| < С 
The last corol lary s o l v e s a problem of A.V.ArhangelskiJ 
Q u e s t i o n 1. Is I t t r u e t h a t |X| ­ t­lard<X>­1CX> f o r e v e r y T f ­
space X ? 
This problem could be s o l v e d only under s o m e additional s e t ­
t h e o r e t i c assumptions . Really, i t Is c o n s i s t e n t t h a t t h e r e e x i s t 
uncountable s u b s p a c e s o f the r e a l line which a r e Q— s e t s < s e e 
(111 J and f o r each such space Z t h e Inequality |Z| > HQ a 
a clardCZ) • wCZ) • clardCZ) • i ( Z ) obviously holds. Thus t h e o r e m s 1, 
1° and corol lary 2 are independent of ZFC. 
In f a c t , t h e most general problem In t h i s direct ion I s the 
following one, which a l s o can n o t be solved without additional s e t ­
t h e o r e t i c assumptions . 
Q u e s t i o n 3 . Let dclard(X> ­ mln < т : V AcX Э a s y s t e m UA o f 
d i s c r e t e <tn I t s e l f ) famil ies of closed s u b s e t s of X such t h a t A a 
а и и'Й.д and Щ Д | £ T > and l e t | X | d ­ min i т 3 a family T of 
d i s c r e t e s u b s e t s of X such t h a t X • u У and i T < т > I s i t t r u e 
t h a t IXI d a dclard(X) f o r e v e r y T^­spacs X ? 
CWe s a y t h a t a family 7 of s u b s e t s o f X Is d i s c r e t e In I t s e l f If i t 
Is d i s j o i n t and each A« 7 Is open In u f ) . 
I t t u r n s o u t t h a t the analog of Quest ion 2 Ih which, only 
d i s c r e t e In I t s e l f famil ies o f compact a a r e considered, h a s the 
p o s i t i v e s o l u t i o n ; t h i s s o l u t i o n can be eas i ly e x t r a c t e d from 
results of our paper ГЭ1. To be p r e c i s e , t h e equality |X|^ a dk<X) 
holds under s o m e general assumptions where dk<X> • mln < Tļ f o r 
each AcX t h e r e e x i s t s a s y s t e m tta, o f d i s c r e t e in I t s e l f fami l ies of 
compacta such t h a t |И.д| < т and А а и и ЯД > Севе Theorem 4 ) . 
CObvlously dclard(X) < dk<X> f o r each T ^ a p a n X and dk<X) 5 |X| 
I Ills ir ­ • ­ л .*»•(.? jOtAf 'v«M « Ы Viai ' Ā -лл a * » 1 ­ г о ARID. 
f o r each spAC* X> 
To e x t r a c t t h i s r e s u l t f r o m 131 s o m e simple a s s e r t i o n s a r e 
s t a t e d below: 
A s s e r t i o n 10 . For each family o f s u b s e t s o f X 
<1> | u j | d < |J"| sup < | A l d : A « X > ; 
* ( u T ) < i J |. sup < dk<A>: Ae J'>; 
dclard<u7> 5 171 s u p < dclard(A>: A s S">. 
If, b e s i d e s , 7 " i s d i s c r e t e In I t s e l f , t h e n 
<2> luTl , , ­ s u p < |A| d : A « 7 ) j 
JkCuT> a s u p < dkCA) : A « ? > ; 
dclai­оЧиГ > ш s u p < dcl*rd<A>: A s 7>. 
Recall t h a t a space X I s called т ­ p s e u d o p a r a c o m p a c t 131 If e v e ­
ry I t s open c o v e r P has a r e f i n e m e n t ТА, ­ и < 1 l e : a « T j where e a c h 
Is d i s c r e t e (n I t s e l f . Similarly t o t h e p r o o f of A s s e r t i o n 10 one 
can e s t a b l i s h a l s o the next 
A s s e r t i o n 1 1 ° . If X » и 7 where У is a d i s c r e t e in i t s e l f 
family of т ­pseudoparacompact s e t s , then X i s т ­ p s e u d o p a r a c o m p a c t , t o o . 
О » 
A s s e r t i o n 11 immediatlly Implies 
A s s e r t i o n 1 1 . If X i s a т ­ p s e u d o p a r a c o m p a c t s p a c e and 
dclard<X> S T , t h e n X I s h e r e d i t a r y т ­ p s e u d o p a r a c o m p a c t . 
A s s e r t i o n 1 3 . If dk<X> < T , t h e n X i s a h e r e d i t a r y 
т ­pseudoparacompact space . 
Propor.l t l o n 7. ((3 , p r o p o s i t i o n 1I> A s p a c e X Is s c a t t e r e d and 
heredi tary т ­pseudoparacompact 0f X i s s ­ d l s c r e t e . 
Recall t h a t a space X i s cal led k ­ s c a t t e r e d If e a c h c losed 
соmpactum К contained in X Is s c a t t e r e d . 
From Proposi t ion 7 and A s s e r t i o n s 10 and 12 one c a n g e t now 
eas i ly t h e following 
P r o p o s i t i o n 8 ° . if X i s a k ­ s c a t t e r e d s p a c e , t h e n | X | d a dkCX). 
Proof. By A s s e r t i o n 12 the s p a c e X i s h e r e d i t a r y dk(X>­pseudo­
parecompact and hence by P r o p o s i t i o n 7 each c losed compactum К 
contained in X Is dk<X>­dlscrete . 
On t h e o t h e r hand t h e r e e x i s t s a s y s t e m ( i ­ < T a : a < dkCX» 
o f discrete, . In i t s e l f famil ies 7^ o f c o m p a c t a such t h a t X • u u t t . 
Hence, applying A s s e r t i o n 1 0 < 1 > , и T a Is d k < X > ­ d l s c r e t e f o r each a. 
T h e r e f o r e by A s s e r t i o n 10<2> t h * s p a c e 4 — и ii ­ ... i и ~ : a < 
a 
< dktX) > I s dk<X>­ d l s L r e t e and hence | X | d < dk<X>. To c o m p l e t e 
t h e proof one h a s t o n o t i c e only t h a t t h e second Inequality 
r: 
О 
| Х l d е dkCX) I s obvious. 
P r o p o s i t i o n 0 ° and A s s e r t i o n I0<1> Imply t h e fo l lowing 
Propobl t l o n в If 7• Is a family o f k ­ s c a t t e r e d s u b s e t s of X 
such t h a t X ­ И 7 and ' 7 I £ dkCXJ. t h e n I X ] . ­ dk<X>. 
Let R A < X > a " t h e r e e x i s t s a family J of k ­ s c a t t e r e d s u b s p a c e s 
оГ X such t h a t X » о 7 and I 7 I S т . " 
T h e o t e s 4 ° Caee 1Э1> RA T <X> holds In e a c h one of t h e following 
Cl) IXI £ Сц, and T > 2 ļ 
( 2 ) т х « • T and |X| S T j , < In p a r t i c u l a r , |X| S T * > i 
C3) IXI S T and < С I 
M l X I s any topological s p a c e , т > 2 and e i t h e r A C P # or V ­ L 
Is assumed 
IV ­ I. d e n o t e s t h e c o n s t r u c t l b l l l t y axiom and ACP* a 
a ACPMCN | < С ) and ACP a "V и > С За s . t . |a| < С and ц » S ua ".i 
Applying Proposi t ion В we g e t from h e r e t h e following 
Theorem 4 | X | rf a dkCX) а т If RA^CX) holds and hence In each 
of t h e following c a s e s 
CD |X| S C o , l 
C2) т * в a T and |X| £ С In p a r t i c u l a r . |X| S T * >; 
C3) |X| S T M ļ and « t < С s 
< 4 ) X Is a n y topological s p a c e , т > 2 and e i t h e r A C P # o r V a L 
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• , г, ~OlardCX) ­ IСХ> . ­ .; [.и <]< X) • И Х пространства. Наприпер. |Х| < cf< 2 > £ 2 
ICX) 
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с ч е т н о г о т и п а ) . (Последнее р а в е н с т в о неоавнснно о т систепы аксион 
Т т * 
ZFC; OLH а 2 < 2 для в с е х к а р д и н а л о в " ] . Кроне т о г о . в 
1 С ХЭ 
предложении OLH |Х| £ clardCX) для каждого Tj ­пространетва X. 
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ЧИСЛО СУСЛИНА В ТЕСРШКО­ШЮШГГйаШОИ тогонэгии 
Б .Э. Иапировский 
Аннотация, вместе с кратким, описанием развития нескольких на­
правпении в теории кардинальных инвариантов, в которых оценки с 
числом Суслина играют центральную роль , статья содержит новые р е ­
зультаты автора , в этой о б л а с т и . Кроме т о г о , в разделе 3*статьи 
выводятся три теоретико­множественные формулы самого общего харак­
т е р а , используемые дня д о к а з а т е л ь с т в а о с н о в н о г о результата 
работы ­ теоремы ii о ртрогом а р ­ к а л и б р е . УДК 515 .12 
сведение 
В ряду кардинальных инвариантов п р о с т о е и е с т е с т в е н н о е п о н я ­
т и е числа Суслина топологического пространства ­
С(Х) = .'Умр{ © ­ дизъюнктное с е м е й с т в о открытых вХмнс— 
ж е с т а } ­ занимает одно из центральных мест и вместе с р е з у л ь т а т а ­
ми, присущими теории кардинальеих инвариантов, проникло и в д р у ­
г и е области общей топологии. 
шли с ( Х ) ^ Wo ( т . е . в с е дизъюнктные с е м е й с т в а открытых в 
множеств не б о л е е , чем с ч е т н ы ) , то г о в о р я т , ч т о пространство 
удовлетворяет условию Суслина. "менне э т о понятие восходит к з н а ­
менитой Проблеме Суслина, сформулированной еце в 1S2C г . и решен­
ной лишь спустя полвека в работах Веха, Тенненбаума и Соловэя ( см . 
f i ] , подробнее ­ в разделе 2 ) : о к а з а л о с ь , чт^ сформулированная 
Суслиным гипотеза не зависит от2РС аксиом теории множеств. 
Оценки с числом Суслика занимает важное и з с т о а нескольких 
направлен. .ж т е о р . и кардинальных инвариантов. 
1 . Н о в о с т ь и вес п р о с т р а н с т в как пункции числа Суслина 
имеете с теоремой Архангельского о мощности бикомпакта с п е ­
рвой аксиомой счгтносги следующие див р е з у л ь т а т а , салсыасщие мощ­
н о с т ь npocipaHCTBa с е г о числом Суслина, послужили отправной т о ч ­
(р2) 
Теорема 2 . (см.М). Пусть X ­ Т^­пространство , и , кроме т о г о . 
; для в с я к о г о т а к о г о , что|1>| ž t(X) имеем ļf,\ £ fi'™' 
Тогда 1X1 £ 9 п М ' # Х к & > и > в ч а с т н о с т и , если e ( X ) i K 0 . т о 
, у . . c,k(X)t(X) у , 
I АI — Si • следовательно , если д ­ бикомпакт с условием 
Суслина и счетной . теснотой и всякое сепарабельное подмножество иаХ 
имеет мощность 6 £ , то т о г д а и | X | ­ £ 
Затем в[3] была установлена оказавшаяся весьма сущестаеннои 
связь между числом Суслина и весом регулярного п р о с т р а н с т в а : 
Георема 3. ( [3]>. Если X ­ ^ ­ п р о с т р а н с т в о , TowCOHtXlXf^} 
Комбинируя теорему 3 с лсбои из теорем о б отображениях бикомпактов 
на тихоновские кубы (Ст7 ,£ э " ] ) , легко получаем: ^ 
Георема 4. ьсли X ­ ^ ­ п р о с т р а н с т в о , то V4'(X)ž(„(X)rt(X)Ti) ^ 
и, в ч а с т н о с т и , если X ­ бикомпакт ( т . е . „ (Х)«1) , т о wOO&( UXbS) 
(Здесь č ( X ) = « 4 j { ' f : X_непрерывно отображается на I ' ) * 
индекс пространства Х_и С (X) = >-<-f {< ( Р ) : V ­ бикомпакт иг %\). 
Так как всегда & £(Х) , т о из теоремы 4 следует сразу же 
Георема 4 ° . ( Г З ] ) . ьсяи X ­ Т 3 ­ п р о с т р а „ с т в о . тоьШЬШ)^ 
и , в ч а с т н о с т и , если Х ­ бикомпакт, т о v.(X)­t(XV 
'аким образом , в оценке веса ( п л о т н о с т и ) удается перетащить 
тесноту и высоту пространства из показателя степени в е е основание. 
В действительности , базирующаяся на д в у х теоремах (изГ^},[^]) о б 
кои для развития теории кардинальных инвариантов. 
Теорема Ы Х а й н а п . txacL^J") . Если X ­ ' ^ ­ п р о с т р а н с т в о , т о 
ļuļ с ^Х(ХУе(Ю и, следовательно , мощность всякого Tg­npocTpaH­
ства с условием Суслина и счетного характера не больше континуума. 
Теорема 2 ° . ( Л р х а р г е л ь с к и й З Д ) . ьсли X ­ ' Г^ ­пространство , г о 
jv­j ^ 1 т Х 7 к 0 0 ч Х ) и ^ следовательно , мощность в с я к о г о секвенци­
ального бикомпакта с условием Суслика не больше континуума. 
(Здесь Ji(X)=hii»i {. : для в с я к о г о Х*Х существует биком­
п а к т а х такой , что X(F,X)^?} ­ высота и #00­ £ г г в с н о т а З Д 
Как легко видеть, теорема 2° влечет теорему 1 и, б о л е е т о г о , 
BC3j .no существу , ухе содержится оценка плотности пространства ­
</00 ­ ļh(*)'t№'c(X' ^ и а к о т о р о И о е г к о В Ы 1 в к а в т 
несколько б о л е е еильный вариант георемы 2 ° : 
отображениях на тихоновские кубы теорема 4 дает больше; возмож­
ность решить вопрос о вложи мости в бикомпакты с условием Суслина 
экстремально несвязных регулярных п р о с т р а н с т в и , в частности , т а ­
ких конкретных объектов какрКт- Стоун­Чеховское расширение д и с к ­
рета мощности!, и p i ­ абсолют (Г*3) тихоновского куба1 в е с а С 
Теорема 5 ° . ( М . И }•. ьсли X ­ бикомпакт и W(X) > Г е ^ 
то X содержит все экстремально несвязные Тд­пространства веса 
ļ (ŗе(Х))+ , Следовательно, всякий бикомпакт с условием Суслина 
и в е с а >гЧсодерииг все экстремально несвязные регулярные п р о с т ­
ранства веса « { V « » ) + , в ч а с т н о с т и , . 1** ) и $Нл при ЯлфЪ)+ 
(Действительно, надо заметить т о л ь к о , что при экстремально 
н е с в я з н о м ' ^ и совершенном J? и з Z f (X) следуerZ < * X ( С * 3 ) ) . 
Ль теорем 4 и 5° легко вытекает теперь 
Теорема 5. (см.[з] ,[а\.Гб]). Пусть X ­ T g ­ п р о с т р а н с т в о . Т о г д а : 
( 1 ) если X и е содержит pk'ŗ, г о w (X) £ (-f,(X)- j ^ J e f X > 
( 2 ) еслиХ н е содержит р Т ^ К в ) + ( в ч а с т н о с т и , p ļ " * ),ToW(X)e(fOO-T) 
Следовательно, если + бикомпакт с условием Суслина не содержит^М 
или не содержит j»Tv (или даме p i * ) , г о в е с бикомпакта & £ . 
Полученная теперь благодаря теореме 5 возможность апеллиро ­
вать к достаточно хорошо изученным свойствам таких эталонных о б ъ ­
е к т о в , какрНzили fX,дает клсч­'к целому ряду оценок веса и мощнос­
ти в зависимости о т числа Суслина (см..например,Г?3 ). 
Теорема 5 ° . Пусть X ­ T g ­ п р о с т р а н с т в о и, кроме т о г о , д 
(рб°) : для всякого.$<Х т а к о г о , что \$\ ^ A , имеем |1>1 < а * . 
Тогда wOO ±(Ш-а*) 
и, следовательно , если X ­ бикомпакт с 
условием Суслина и всякое сепарабельное подмножество из X имеет 
мощность < £ , то w(X) ž С . 
стог результат легко следует как из теоремы 5 ( 1 ) , гак и н е п о ­
средственно из теоремы 4, п о с к о л ь к у . с в о й с т в о ( р 6 ° ) вместе со 
всеми аналогичныии сохраняется при замкнутых отобравениях , и , с л е ­
довательно, никакой бикомпакт Г из X нельзя отобразить на I 1 * 
Точно так же доказывается . 
Теорема 3. ( с м . [ 7 ] ) . Пусть X ­ Т о ­ п р о с г р а н о т в о , и , кроме того, 
(рб): для всякого й с X т а к о г о , ч т о | $ | 4 Г имеем: ( а ) £ ) £ Г 
или ( в ) |^| 4 Г • (или даже Щ <• ) или ( с ) | «Jļ ž j - K . 
(или пахе 1 3 | < 2 ^ К * >. Тогда w ( X ) 6 ( Ul) ?)С(Х) 
Положиь в теореме б 'С = с ­А(Х) ­Д)*^в силу, например, п . ( с ) , 
сразу же получаем v v M s F . a значит, и |Х)^ГИтак, справедлива 
Теорема 7 . Пусть X ­ T g ­ п р о с т р а н с т в о , и , кроме т о г о , 
( р 7 ) : для в с я к о г о $UX г а к с г о , что» J £ | 6 ( ­/iСX)• Л ^ * ' 
имеем Ц | > ( . . M ­ n f ™ Т о г д а и I X U ( Ш У л У 0 0 Следователь­
н о , если X ­ бикомпакт (или даже Тд­пространсгио т о ч е ч н о ­ с ч е т н о г о 
типа) с условием Суслина и Для в с я к о г о £ с Х т а к о г о , Что | $ | ­ Д ^ 
имеем $1 , т о т о г д а и | Х , £ Д К » . ^ 
Точно так i e . положив в теореме 6 "с = ( Я ­ ji(X5) , получаем: 
Теорема 7 ° . Пусть ­ T g ­ п р о с т р а н с т в о , и, кроме т о г о , 
( р 7 ° ) : для в с я к о г о г ^ с Х т а к о г о , что | £ | i ( i- Ш)) Л-<*Х) 
имеем | 1\ 6 (2-frfX))*C(X) • Тогда и 1Х| ­ ( 2 ­ Т , ( Х ) ) К ° ° Сле ­
довательно , если X ­ бикомпакт (или дане T g ­ п р о с т р а н с т в о т о ч е ч н о ­
счетног/о типа) с условием Сусяине, и для всякого $ с Х т а к о г о , что 
2 й , имеем | ^ ) Ž 2 Л , t o тогда и | Х | * £ \ , 
формулировка именно теоремы 7 ° наилучшим образом показывает, 
насколько удалось продвинуть результат теоремы 2 : центральное для 
теорема 2 понятие тесноты пространства элиминировано ­ кардинал 
£0О заменен на произвольный бесконечный кардинал Л и, при этом, 
iiiX)onyiB2iia и э показателя степени в ее основание . 
С другой стороны, кажущееся менее естественным условие ( р 7 ° ) 
иэ теоремы 7 ° в действительности является при £ { Х ) = Л следствием 
условия ( р 2 ) георемы 2 , поскольку , как легко заметить , условие 
(р2 ) эквивалентно следуодецу условию 
( р ) : для в с я к о г о ,4 с X имеем I'lM * \ vM 
Так, в ч а с т н о с т и , очевидно, ч т о в секвенциальном Т2­пространстве X 
для в с я к о г о имеем | $( — \ М^* и , таким о б р а з о м , существен­
ным усилением следствий теорем 2° и 2 является вытекавдая и з с л е д ­
ствия теоремы 7 (при ) или следствия теоремы 7 ° (при Л = К « ) 
Теорема 7 ° ° ( f 7 ļ ) . Если X - бикомпакт (или даже Т д - п р о с т р а н с т -
во т о ч е ч н о - с ч е т н о г о типа) и всякое подмножество ( и з Х ) плотности 
< £ имеет и мощность 6 С , то тогда и ļ Х| £ Ъ. 
2. Условие Суслина как моди^квция сепарабельносг.. 
Аксиома Мартина и Проблема Суслина. 
Как показали .lex (1S5?) и Тенкенбаум (19S8), отрицательное 
решение Проблемы Суслина, т . е . существование (несепарабельного) 
континуума Суслина i-овиестимо с аксиомами Z P C теории мнокеств. 
С другой стороны, Соловэй и Тепненбаум в совместимом cZPČnpuA-
полокении доказали, что всякое лжяйко упорядоченное пространство 
с услоопеа Суслика сепарабельно, т . е . решили проблему Суслина по­
лоии.ельно, Предположением, которое испольэооали Соловэй и Тен­
ненба^м, была Аксиома Мартина вместе с отрицанием СН (Конгинуум­
гипотеоыЗДдаким образом. Проблема Суслина была решена полностью, 
а Аксиома Картина (НА) прочно вошла в обиход теоретико­мнохест­
веннои топологии. Так, будет приведен ряд результатов, развиваю­
щих положительное решение Проблемы Суслина, а именно, показиваю­
щих, чти в предположенiat НА + "ICK (или даже в существенно более 
слабых предположениях) Для весьма широких классов (пространств) 
условие Суслина оказывается экмиралентным сепарабепьносги(ЕЧ­[Щ 
Прозрачнип топологическим аналог для МЛ был найден И.Ехасои: 
Теорема S ([17]). НА эквивалентна следующему утверждению 
(£с);нихако<1 биломпакт с условием СусппНо. не предстевим в виде 
объединен ил <ф нигде не плотных подмнокеств. 
Был noAj ен и целий ряд другп* топологических эквивалентов и 
следствий tik. Чтобы продемонстрировать одно из них, понадобится 
о • 
Предлояение 1. Пусть в Tg­присгранстве X существует измель­
чающаяся система 4 l - i . $>Л.' покрытии ( т . е . семейство 
I £ < ( ft*., х ) : « u £ ­ y ­ база X в X для всех х е Х , где 
)>£( й л , х ) = ^{В*= Й^'­В**} и пусть, кроме того, выполняется 
условие ( 0 ģ ) ' X н е представим в виде объединения i t нигде не _ . 
плотных подмнокеств. Тогда для всякого замкнутого неприводимого 
отображения \ i X -• У существует в X н е п > - г о е множество d % 
точек взаимнсоднозг:ачности такое, что Y((rf, X ) i £ и с ^ ж е ~ 
ние { г о м е о м о р ф и з м , причем, если условию (6ģ ) удовлетворяет 
любее открытое Ū Хмнокество, то (*| ­ всюду ппогно а X . 
Действительно, полокив Й * = £ | " п 6 ) '• В * й * . } и 
fit = U д л я в е я к о г о «L< очевидно имеем r^ = X ~ в С И П У 
не1«риводимости f и й|=П((^;^<£1^^ ­ а силу Еанкнутости 
и "условия (&ļŗ) . лено также, что поскольку -
измельчающаяся система, т о для в с е х XēG{ семейство 
« < t ( ­ . база X в X из полных п р о о б р а з о в . Но э т о 
и означает , что X ­ точка гомеоморфизма, и , гадом образом, 
предложение 1 доказано . "» 
Теорема 9. ( с м . Г2оЗ). НА эквивалентна какдому из следуацих 
утверждений: ( а ) для в с я к о г о неприводимого отображения f бикомпак­
т а Л с условием суслика и веса < £ существует всюду плотное в X 
множество С» f точек азаимноодноэначности; (в) для всякого неприво ­
димого отображения ^ бикомпакта X с условием Суслина и веса < С 
существует всюду плотное вХ множество G­f т а к о е , что f | ­
гомеоморфизм и Ч'( Сх(. X Y* W (X) <. £ . 
сквивалентность МА и утверждения ( а ) доказана Машхиным ( £ 2 0 ] ) 
и поскольку в силу георемыв и предложения 1 МА влечет несколько 
б о л е е сильное утверждение ( в ) , т о теорема 9 доказана . 
Обозначим через MA•* следующее утверждение : никакой бикомпакт 
с условием суслина и в е с а ^Z не представим в виде объединения <<J 
нигде не плотных подмножеств. 
Так как нигде ш плотность ­ инвариант для замкнутых неприво ­
димых отображения, то предложение 1 очевидно влечет 
рредложение 2 . В предположении i t t ŗ - для в с я к о г о неприводимого 
отображения { бикомпакта X с условием Суслина и веса < С на биком­
пакт веса ž Г существует всюду плотное в X кног^есгво CVf т а к о е , 
ч т о f | Ц ­ гомеоморфизм, причем f(C(t X\Āw(XU$r. 
Поскольку ь^раиенство fiV(X)t2" означает для бикомпакта X 
существование неприводимого отображения на бикомпакт в е с а £ "с~ 
( fol ) , т о из предложения 2 вытекает сразу же 
Георема 1С. пусть X " бикомпакт с условием Суслина и в е с а * £ 
Тогда в предположении n A v w ( X ) ( и , в ч а с т н о с т и , в предположении НА) 
в X существует всюду плотное подмножество G­ т а к о е , ч т о 
у, (1,) = Цу, (X) , причем Т(Сг, X ) i W i X ) • Следовательно, всяким 
бикомпакт с условием Суслина, в е с а <. £ и счетного Д"­веса 
содержит всюду плотное подмножество со счетной б а з о й . 
(Отметим, ч т о л.Б. Шапиро ранее в этих предположениях д о к а ­
з а л существование вецду плотного подмножества точек счетного х а р а к ­
т е р а , саметин, ч т о все приведенные в разделе 2 результаты, как 
легко в и д е т ь , справедливы и°для £ л ­подмножеств бикоалектов при 
Л < у и , в ч а с т н о с т и , для в б л ш х пс Чеху пространств ( с м ­ . f o j . f l o } ) . 
важную роль при д о к а з а т е л ь с т в е ишликации "условие Суслина 
влечет с е п а р а б е л ь н о с т ь ' играет промежуточное между числом Суслина 
и плотностью понятие предкаяибра (калибра ( [ 1 2 ] ) ) : карджвал f 
называется предкалибром (калибром) для X , если всякое семейство 
мощности Z непустых открытых в X множеств содержит центрирован­
ное подсемейство (подсемейство с непустым пересечением) той же 
мощности f . 
Обозначим K ŗ - следующее утверждение : 
( K^tTявляется калибром д л я в с я к о г о бикомпакта с условием Сусли­
н а . 
Предлокение 3 fljj)). KA влечет Kŗ-для всякого не с ч е г н о ­
конфинапьного ? < $ . Следовательно, NA + 1СН влечет K j ^ ( [ 1 8 ] ) . 
Теорема 1 1 ° . ( [ б ] , [ttlMtyacm Я " / ­ калибр для бикомпактаX о о 
счетной т е с н о т о й , т о X ­ сепарабелен. Следовательно , К ^ а, 
значит, и ( в сипу предложения 3 ) НА + ПСИ влечет утверждение 
( Т К о ) : всякий бикомпакт с условием Суслина и счетной теснотой 
сепарабелен. 
Этот результат дает один из наиболее широки:: к л а с с о в , для 
которых гипотеза Суслина верна . Более т о г о , оказывается , что при 
э т о м утверждении? К и Т К в эквивалентны. Чтобы показать э т о , д о с ­
таточно лишь несколько уточнить (для случая К"») формулировку 
предложения ? из f l 5 ] ( оставляя д о к а з а т е л ь с т в о б е з изменений) : 
Предложение 4 ° . ( с м . [ 1 5 ] ) • № , я в л я е т с я калибром для бикомпакта 
X тогда и только тогда , к о г д Р всякий* е г о непрерывный о б р а з , 
являющийся корсоновским пространством, с е п а р а б е л е н . 
Предлокение 4. Дусть Ж ­ к л а с с бикомпактов такой, что 
т"()0*= Ж. Д " " всякого X^?Č и в с я к о г о н е п р е р ы в н о г о ! '. 
Тогда сл-дующие утверждения эквивалентны: 
( 1 ) всякий корсоновский бикомпакт и з класса Ж сепарабелен, 
( 2 ) всякий бикомпакт из класса JC имеет калибр K j 
Если в качестве класса в е я т ь теперь класс всех бикомпактов 
с условием Суслина, то из предложения 4 и теоремы 11° вытекает 
Теор^иа 11.Следующие утверждения эквивалентны: 
( а ) велкиг. бикомпакт с условием Суслина имеет калибр tf} 
( в ) вский корсоновский бикомпакт с условием Суслина сепарабелен , 
( е ) всякий бикомпакт с о счетной теснотой и условием Суслина 
сепарабелен. 
Заметим, что в силу У12 из [lō] предложения 4 ° , 4 , а значит , 
м теорема 11 справедливы и для класса coBt роенных прообраэоэ к о р с о -
Л = { РсХ • Р Л А * Ф д п я асех A e ^ j 
Л -- { РсХ = ЪЛ( Р,ЛК)ФФ Дпя всех А < М 7 
Из определений сразу же следует 
. Утверждение 1. Если A - семейства подмножеств ив X и 
ЯСЛ, хоЯ3А',А*А', и , с л е д о в а т е л ь н о , ^ с , - ļ ' , fi с £ 
3 действительности , для семейств Л и Л легко указать п о л ­
ное описание: Утверждение 2°. jĻ - ^ А сХ:сушествует А € ^ " такое, что 
Действительно, из А € л в силу определения Я очевидно следует 
A'j»Ja значит, и из A''A*Jļ; следует А'« А • Если же для некоторого 
R«X имеем Д \ Ре * ф для всех А* , го тогда 
Х\ Рг £ Л и, следовательно, Р 0^ у|" , что и требова­
лось доказать. 
Утверждение 2. >А = { А <^ Х ' существует А= п такое, 
ч г о TKtA' -> Ъ& А } . л ^ 
Действительно, в силу определения А очевидно имеем .'1еА. 
Более того, если 
ЪХ А' ^ Sht А ; г 0 ^ Ш Л Р) * У* влечед Зн1 (А'П Р)* £ 
^ и, таким образом, из А*= я следует, что 
и А е Я . С другой стороны, если для некоторого Ре<Х имеем 
"ЪЛ А \ "3>v"t lo £ у?1 для всех A f e w4 , го очевидно 
OivtJo fc­ Н и, значит ,что и требовзлось доказать. 
Легко проверяется непосредственна (как и вытекает из 
утверждении 2 ° , 2), что J^ c.4 , fi-с Д4 для всякого семейства fi 
новския пространств , как и для пространств,полных по Чеху (сы. 16 ) . 
3 ° . Три теоре гико­мноместаенные формулы для одной теоремы и 
д в у х следствии * 
фи анализе первоначального д о к а з а т е л ь с т о а теоремы об су>­
калмСре ­ основного результата навей работы ­ о к а з а л о с ь , что е г о 
заключительная часть является .формальный следствием трех о б е и х 
теоретико­мни*ественных формул, очевидно, прсчсчавлявдих с а м о ­
стонтелыыи ин in.pt.­c. 
положим для се t e Яства Л подмножеств и з X 
fļ о Л и , таким образом , доказано 
Утверждение й. Для в с я к о г о семейства A meet* jb=Ai А - А , 
Всюду далее для системы с е м е й с т в полагаем 
a ­ ­ { ^ * ^ J -CM 
и, как обычно. уЦ, - У £ ф ] | * О Д = *ЛйЩ. 
Как з д е с ь , так и всюду д а л е е , входящие в систему с е м е й с ­
тва являются семействами подмножеств н е к о т о р о г о множества 
Теорема 12? fan формулы с волной).Для всякой системы ty/ 
семейств справедливы р а в е н с т в а : ^ 
.— . . м . л / = Ц. 
/ 2 / VV/ ^ 
/з/ V1b**vlĻ 
и. следовательно , , ^ _ ' ­ "">г ­ Я 5 » 
/а/ \)Щ * = ^ -
/ с / уК г, 
/ е / U ^ t ­ A^V = f№. 
Доказательство . Равенство /у равносильно утверждению 3 
Равенство / 3 / очевидно вытекает из у т в е р ж д е н а 2? Далее , 
Wfy-^Aj в сия5' утверждения I немедленно влечет Uty-c/l 
для всякого семейства 5%«s4'r' п о с л е д о в а т е л ь н о , f ЧЛ­ с ŗ\0ļĻ 
С другой стороны, если Р € ЛЛ^ , то_я_сно что РЛ А ^ 
1 Ш ^ я к о г о _ А € , т . е . р е и , таким о б р а з о м , 
(\Vv с U^VW j и ' з н а ч и т > доказано и равенство / 2 / . Оста­
ется з а м е т и т ь , что все равенства в пунктах / а / , / в / , / с / , / е / 
являются формальными следствиями равенств / 1 / ­ / 3 / . 
Дословно также показывается 
• Теорема 12.frm Зопмулы с крышкой). Для всякой системы %Ļ 
семейств справедливы р а в е н с т в а : , , , л\ 9 
/ \ л Л . а IV <iĻ = Vv 
WWrWh и, следовательно , 
в , в ч а с т н о с т и , для с е м е й с т в а , А с о о т в е т с т в е н н о имеем 
с j ļ А < А , С ДРУГОЙ стороны. из Л с Л, тЬ^-А 
в силу утверждения I с о о т в е т с т в е н н о с л е д у е т , что 
/Отметим, что семейстьа Л / , / в / , / е / , / е / в м е с т е с C\\Ļ-1 
(последние, как легко проверить , не р а в ш ни опиому из четырех 
первых) исчерпывают в с е семейства , полученные в результате при­
менения к с и с т е м е лхЗой комбинации о п е р а т о р о в Л,0, (или /ч)/. 
3. Теорема о строгом а р ­ к а л ибое . Число Суслина. в е с и 
ггрвлкишбр тюстранств .я 
Вводимое з д е с ь понятие с т р о г о г о а р ­калибра п р о с т р а н с т в а 
д а е т , помимо п р о ч е г о , возможность усилить результаты Аргитхзса, 
Тсарпалиоса( [22] ) , Бандлова([21]) / д о к а з а в , в ч а с т н о с т и , что в с я ­
кий кардинал ^ " ^ " я в л я е т с я ар ­калибром ­ ч т о существенно 
сильнее , чем предкалибр^и одновременно 'получить,при э т о м , в 
качеотве следствия результат автора(Сз, теорема Щ о з а в и с и ­
мости в е с а ^ ­ п р о с т р а н с т в а о т е г о ч и с л а Суслина и ^ х а р а к т е р а . 
Примечание I . Теорема о б ар ­калибре, к а к и самое понятие , 
впервые били изложены автором на семинаре А.73. Архангельского и 
Александровских чтениях в I P 8 5 г. Основная конструкция, почти 
копируя построение из£з, предложение 2 ] , в т о же время в м е с т о 
точек / м н о ж е с т в / и их "/Г­баз, фигурирующих в теоремах 3 , 3 ° и 
предложении 2 и з [ з ] , оперировала с Фильтрами. Выведенные ь р а з ­
деле 3 ° нашей статьи теоретико­множественные формулы / теоремаТ2/ 
позволили т е п е р ь перейти от фильтров к произвольным семействам 
и докапать, т е м самим, т е о р е к у о с т р о г о м си>­калибре /теоремаХЗ/. 
открытых в л множеств наливается 
Т-йазой с е м е й с т в а ^ nX.([ī3J), если для в с я к о г о н е п у с т о г о 
Де ļjļ существует непустое в 6 ID т а к о е , ч т о fic /\ _ Если, 
более т о г о , ^ £ У { В с / \ : А для в с я к о г о 
непустого А 6 А .то будем ГОВОРИТЬ , что й - ЛГ-база А в Х . 
Положим 9*/{Л, X ) ? / б/ : Я - >Г-баэа А в XJ 
f h / ( * . t ) = w n { I Я>1 : & - ЙГ-баавЛ- вХ} . 
Чтооы сохранить традиционное с о о т в е т с т в и е , далее в случав 
центрированного семейства ^ вместо Ш(% X) Ц X) 
будем писать fjL( X ) , $S% (fX). 
е-стаютсл справе плиыми в с е равенства / а / , / в / , / с / , / е / т е о р е к ы 1 2 в 
при э ш е и е о п е р а т о р * н а оператор " / \ * и , в частности 
/ 4 / 4 4 5 * / 5 / n u - = n < w . 
Определение 1. Кардинал Т назовем aļ>-калибром для / . если 
для любой системы ^ - 1 ' пред^мльгров из X • таких что я%(11)(\'<( 
для всякого У t<2,ļ , существует подсистема с % \ ­ такая, ч т о 
Следупцие определения, помимо п р о ч е г о , дают возможность 
продемонстрировать, насколько понятие а р ­ к а л и б р а ( « а р х и п р е д к а ­
лмбра) сильнее понятия предкалибра. 
будем г о в о р и т ь , что с е м е й с т в о )}> замкнуто относительно 
конечных пересечений ( объединений) , если Л !К с ft ( с о о т в е т с т в е н н о 
l- 'JC cft) для всякого конечного подсемейства Ж ^ $. 
Определение 2°. Кардинал £ назовем сильным i f ­калибром для 
X , если для всякого замкнутого относительно конечных п е р е с е ­
чений семейства ft подмножеств пространства X из т о г о , что найдет­
ся система "Я1 максимальных в $ пред4ильгров , для которой 
ft и $%(%Х)<Г при любом 
следует , ч т о и f\y ( f , 
определение 2. Кардинал 't* назовем '/^­калибром для X , если 
для всякого замкнутого относительно конечных пересечений с е м е й ­
с т в а $ подмножеств из X т а к о г о , что X ) <• £ лпя 
всякого пред4мл1 гра Jļ-i имеем и X ) < & . 
Предложение 5. Пусть t - регулярный кардинал. Тогда 
утверждения 
( а ) 'с" - пр-капибр для X 
( в ) V - сильный ŗ - к а я и б р для X 
( с ) С - }Г­калибр для X 
( е ) Г ­ предиалибр для X 
связаны импликациями ( а ) = ^ ( в ) = Ф ( с ) = ? Ч е ) . 
Доказательство . Покажем, ч т о (а )<*Ф(в) . Действительно , если 
j ^ , — (:J\[ , где%Ц ­ система максимальных в $ центрированных 
семейств т а к а я , ч т о 'н"Х(% для в с е х и , при этом 
' t\­с» />­квН1бр для X , т о существует подсистема ^ l ° c ^ ļ 
для которой }ЦР1<-\? ' и S = f 4 l c f 4 ? . 
Но тогда_очевил10 имеем; 
i?> с ( С ^ 1 ) 0 ' / i s {J-\\° поскольку для всякого пред-
фиштра £ $ максимальность в $ в т о ч н о с т и означает , ч т о 
* ^ Л $ = £ и > следовательно , в силу регулярности Г 
легко получаем 8 V ( f t , X > * «W<>tf. Х)*Т{*Щ№ Ъ^Щ* 
Далее, очевидно, ч т о (в)=£(с), и, наконец, покажем, что 
(е)=ф(е). Действительно, если й ­ семействе открытых в X множеств 
и (ЭД^С'для всякого центрированного семейства ' J T C Q , т о тем 
более тогда для всякого предфильтра С й имеем 
X J ­ l l f ' l * ПОЭТОМУ, еСЛИ t - Я"­КалИОр для X , г о 
lTv/( Й X ) <• С* (Очевидно, ч т о без ограничения общности можно 
можно считать семейство $ замкнутым относительно конечных пере­
сечений) и, следовательно, ^b-V^fc, '• С г е где$£­
• ТГ­баз* Й в X такая, ч т о \Ц\*. f и fa = { & е Я : Ь >Сс] 
Ясно, что ^ £ ­ предфильтр и ļ ^^.^^для всякого С>€ $ , откуда 
в силу регулярности f и получаем /!Й|^6.Но э г о и означает, что 
с"- предкалибр для X , и доказательство завершено. 
'Следствие 1? Всякий регулярный ар­калибр для X является 
и предкалиброы для X • 
Всюду далее для семейства 6 и множества А с X полагаем 
А ( й ) = и { в с А •  б е й } 
Ясно, ч т о ­ ^ТчЗаэа семеистыа А в X тогда и только т о г ­
да, когда для всякого А\< Л имеем ф Ф А( fis ( *ь* А.Фф). 
Утверждение 4. >^ сли Сг£ 1 и й ­ $Й"­бава Л в У , то 
семейство Й' = { В Л ЪтЛ Gŗ '• В>£ й } - ff-база се.еиства 
i ' = { A A C r - A ^ J B X . 
Действительно, в соответствии с определением ļS"-6aan 
для всякого непустого А € Л имеем л 
^т^АСЯО^Ли" и ( тал как Д . т о 
фф A ( f t ) n : M C r = U { B n b v t ' C r ! 6 с А , б ^ й ^ с А Л ^ 
что и требовалось доказать. 
Утверждение 5. Если $ ­ «"­база семейства Л а X , то ft ­
­база семейства Л'­ Al / { А( Я) : А* Л} в X , причем, если 
Л - (пред)фильгр, то и Л ­ (пред)фияьтр. 
Действительно, достаточно заметить, что из А с A i П А а 
следует А( Я ) с А/й) Л,Аа( й ) . 
Предлоазние S. Следующие условия эквивалентны: 
( а ) кардинал £" ­ ар­калнор для X 
( в ) для всякой системы npe;,,Hiu,Tpoe из X гаков, что 
X)­ 4 для в с я к о г о t^^X, 
существует подсистема • ^ " с ^ т а к а я , что 
Доказательство . Если 'ЯН' ­ система пред^мльтров из X 
такая что Х)^ т 0 д п я в с я к о г о предфильтра 
? С = ? и { & , 1 / { А Л С г : A « W , г д в С е ? , 
в силу утверждения 4 ?CV, X) ­ ("&, X ) * ^ и ­ с л е д о ­
вательно, если « ­ а р ­ к а л и б р , т о для системы 
Mi = { ¥(V : , С г * ? } существует 
подсистема <2Л,° ± с ­ 2 1 , т а к а я , что | ^ ° 1 | < ь " и 
f­U­i *^  1/ЧД?л ' Н °* о ч е в и д н 0 ' U'W' -UlXi и.кроме т о г о , для 
системы ЧА? = •{.'¥: о «£ Я^х A ™ н е к о т о р о г о О 6 f } с ^ 
инеем с U"^ C , так как 3 ^ и , следовательно , 
^Сг с ^ д п я в с е х ^ е " ^ '• И т а к ' 
что в силу очевидного Uty с (jfa и | "ЯАЛ 4 С 
и доказывает импликацию ( а ) = М в ) . Обратно, перейдя о т системы 
предфильтров из X таких, что frZ-Clf, Х)< t дпя в с е х 
Т е Ч ^ к системе в 
и Л ­ ^ ­ б а з а ^ в X с |ftļ< t"B силу утверждения 5 получаем, 
что it%{ Т * , Х ) * С Аля в с е х С и, с л е д о ­
вательно, в предположении (в) существует подсистема "3»\­*c<^V* 
такая, что я у ^ - y j f c ^ . 
оам­'тив теперь , что ^ с ? » с ļ f # " поскольку ? „ ­ предфильтр 
в силу утверждения 5 и , ^ . о ^ ( п о с к о л ь к у з ^ о к о н ч а т е л ь н о 
получаем ^ с u ^ q ^ с yjfe . 
г д е =•[ ? ; «iV^^Jc 1 ^, и д о к а з а т е л ь с т в о завершено. 
определение Э. Кардинал t назовем строгим ар­калибром 
дол X i если для всякой системы '^4­ семеСсто подмножеств и э X 
таких, что ļ'$w(A,ļ X ) < С" для всех A^~ty существует А 
п о д о и с т е » . ЧА? C4*V. такая ч т о 141° | < t м = UU°. 
система 
Из определения 3 и предложения 6 сразу ко получаем 
Утверждение 6 . Всякий строгий а р ­ к а л и б р для X является и 
яр­калибром для X . 
Переидем теперь к доказательству основного результата работы, 
утверждавшему, что всякий кардинал вида ( у < е ^ является строгим 
*р ­калибром. 
фикцию <Ь '• An-oZ. ~~* V н а з в в м ­^ограниченной 
( РГ­ограииченноя), если для в с я к о г о М с 2 . т а к о г о , что 
iMHCCWfit) имеем 
/<#М)|*Чсоответственно, \б(Н)1 < t ) , 
«ункцию (э : jvfp Z — * У будем называть Д­мнотонно­
аддитивиои, если для в с я к о г о неубывающего семейства 
{ М*. : Д } с л * р 2 имеем 
Лемма 1. (основная к о н с т р у к ц и я ) . Пусть ""^ А­ ­ система 
семейств подмножеств из X и 0 > : JlxyiLL —*• _г;цр.г#рХ 
V t ­ о г р а н и ч е н н а я и Я­ионотонноадДитивная функция, г д е %<VKt\ 
Тогда су чествует подсистема Ч­V C 4 V т а к а я , что \ " ^ \ <• £ и 
Доказательство. Положим ­ i Jooj для нелоторого 
Л о ^ Ч ^ и пусть для в с е х aL<. et' Я уже определены системы 
^VUcty такие , что 
( 1 ) 
Зафиксировав теперь для в с я к о г о Gr £<3(U{^v/ai '• oL^ «(.'})\ЛЯД­
семейство &(Gr)€ АЛ­ т а к о е , что Сг Ф A(Qr) ­полагаем 
= { Ж б г ) ' C r € 6 ( U { ^ . ­ i « 4 f J ) \ n U ] <2> 
Ясно, что в силу ( 1 ) ' , и з Я < c * ( t ) очевидно получаем 
, а значит, в силу Vt­ограниченности 
функции d, и тем более, т о г д а в 
сипу (Е) l'*rVd.'l<- ^ • попаяем, ч т о построенная таким образом 
д о к а з а т е л ь с т в о . |ЛС|< С ­ опять же е сипу ( 1 ) • так как 
Я с с$СС) t Аапее, " М ? с 4 V очевидно впечет 
С другой стороны, в силу д ­ и о н о т о н н о ­ о д д и г и ы ю с т и функции d , 
е с л и ( V e 6М)\О^Х- , то 
Cr€ d ( U 4 A W = «Ū д­)\П*Л­ Дпя н е к о т о р о г о V* Л , 
и в силу формулы (2) построения существует А((л)£'У^1 
дл.т к о т о р о г о и , з н а ч и т , Cri-O^X 
Таким о б р а з о к , 6 ( ^ ) \ ПЯ^ с <b(V?)\ ^У? . ч т о 
в м е с т е с (3) и влечет требуемое р а в е н с т в о . (Сравните с п р е д л о ­
жением 2 и леемои 2 из ГзЗ). 
Как и в М р Ч ] положим VM* & = { V : tt'c Н | U ' U M 
и выделим очевидное 
Утверждение 7. Если { '• Л < А У ­ неубывающая система 
семейств из X ( т . е . & л с при <*' ), и уЧ £ =4 ( Д ) , т о 
и , в частности , если А ­ регу.лрныи кардинал, т о 
Действительно , если ^ ' с 1 / { & а I * ­ сл }и | : ) * « & с | ( » ) , 
т о тогда К ' с дая н е к о т о р о г о J < Я и, з н а ч и т , 
откуда и с « е д у е т т р е б у е м о е равенство . 
Заметив, ч т о &| * | Я Г * С А ^ = X { A V» V ^ y ) j 
из утЕерждения 7 легко извлекаем 
Утверждение 8. Пусть и { £>д •' А 1 5 *^ vV !г ­ системы 
семейств подмножеств из X , и функция d> "• в^рАЛ' ­* *>*f>wp X 
определена формулой 
для всяйЬ­И подсистема c­\V • Тогда: 
(1) если ^Ч£<Ц(*0 , то функция й ­ А­моиоташо­аг. *:•••••••••'­( 
(2) если 1 P>yj|* ^для всякого A * % V , где С" ­ рсгуляр1.'ия 
кирдинал, гаки" что < "С^для всякого V ' С ­ , то ;ункция (3 ­
"JT­огранкчена. 
Ив утверждения 8 и леммы 1 немедленно следует теперь 
Продлоген.с 7 . Пусть АХ ­ система семейств подмножеств иэК 
то 
и дока: з а т е л ь с т в о завершено. 
для каждого Л^-^Х зафиксировано семейство fbjļ т а к о е , ч т о 
I ftjll < V . г д е Г ­ регулярный кардинал, 
и у& с С для всякого кардинала V < С". 
Тогда существует подсистема такая , что 
(Заметим, что хотя з д е с ь нам д о с т а т о ч н о только одной операции V, 
функции (Ь допускает широкую интерпретацию и может включать в 
в себя набор операция вместе с их итерированием, например, 
операции V , Л , «Ьг£ . "замыкание" и их и т е р а ц и и ) . 
Предложение 8. £ с л и fti/ļ - ^JT­база Л в X , для в с я к о г о 
семейства А £ 4V и ^ 
= NU . 
д о к а з а т е л ь с т в о . В силу утверждения 1 и формулы ( £ ) теоремы 
12, Й С Л Д влечет л ^ > ^ 
£СЛИ = л и А Л 
и достаточно показать , таким образом , что (\^Л> с & . 
Действительно, если г €. fltyv , го для в с я к о г о A^tys с у щ е с т ­
вует А * Л такое, ч т о О^ГР о А^ > А( ft*)=U{ftcA: В«9>дН 
(последнее ­ так как ft ­ йкт­база Л вХ ) , и, следовательно , 
p ' = u ( A ( f y O : Л е ^ Ь П Д . 1 1 ) 
Очевидно при э т о м , что Р = U ft для н е к о т о р о г о семейства 
Й C U , { ftjj • Л а ­ • значит , существует и семейство 
й ' с Й ) ' т а к о е , что I ft>"| <• VC(X) ( 8 ) 
и U f t " c p ' c u f t " Л (3 ) 
Но т о г д а , в силу ( 1 ) и (3) p U =Uft "e ( 4 ) 
а в силу (2) Р " ё Vvcft)»(U{ &Л :£*ЛШ , и , таким образом . 
Р е Й ­ • Итак, дал всякого Р&ЛМ' существует Р" <£ Н 
такое , что ^ р э р« ( в силу ( 1 ) , ( 3 ) , ( 4 ) ) . Следователь ­
н о , ре V? . Но это и означает , что 
Теорема 13 (Основная). Пусть Г ­ регулярным кардинал и 
y^fOy < £~ ( в частности, у е ^ < £• ) для всякого кардина»­
ла V < f . Тогда Т ­ строгий ­калибр для X . 
Докаьательство. Пусть ­ система семейств подмножеств 
иэ X , та*ая что &t%( V для всех AeWs 
Зафиксировав тогда для всякого А € <^ A/ Sif­oasy J J Л семей­
ства Л в X с | й_|11 * ĪT ( применим к системе •ЯЛ' пред­
ложение 7 при уН = v c ^ X ) (что соответствует условиям ­ посколь­
ку Vc(X) ­ регулярный кардикал(спХ^Ф и 1 кроме того, очевидно 
vefX) 4 < Щг существует подсистема ДОкСи 
Л d ( 4 ° ) n n ^ = d ( U j A n U , где 
= V v c ( x ) . ( l 4 ' f t * •• 
Положив теперь i£ = (з(Ч^)ЛЛ^\? из очевидного Й с ЛМ­
в силу предложения 8, утверждения 2 теоремы 12(5) получаем 
и, спедооательно, 
AM­ cA^YV . в другой стороны, очивидно влечет 
3 и, таким обравом, получаем AM­ ­ (V^ yV . Но тогда 
Л"*$ ? . что в силу формулы (Ч) теоремы 12 и приводит 
немедленно к требуемому равенству 
= , и доказательство завершено. 
Очевидно, что кардиналы (j<C^) и ( Н^-^) 
отвечает условиям теоремы 13, и справедлива, следовательно, 
Теорема 13°. Кардинал (как и кардинал^^]! 
является строгим ар­калибром для X п^ и лсбом р "9 %. 
^дствие ( Г й ^ д Я " . Т 3 ^ ­ п Р о с т р а н с т в ^ ) ­ Кардинал^'*1)* 
является предкалибром для X при любом р»2 
Определение 4. Кардинал £* назовем «/­калибром для X , 
если af(X') < Г для всякого множества Х ' с X такого,что 
Т%(*,£) <• * Дпя всех х б X'. 
, Определение 4? Кардинал С назовем V-калиСром для X . . 
если w(^) С для всякого множества V е X т а к о г о , что 
№ > , X) * V для в с е х х е У . 
Пели всякий _регу лирный кардинал является у^-калибром 
для X , т о X называется %-характерным п р о с т р а н с т в о м ( [ 1 5 ] ) . 
IOiacc ļ f -характерных п р о с т р а н с т в весьма широк ( C L . [ 1 5 ] ) и , т а ­
ким образом , всякий несчетный регулярный кардинал, в ч а с т н о ­
сти Кх , может быть W­калибром для некото того пространства, , 
в т о время как всякий а р ­ к а л и б р > £ + ( см. ниже ­ теорему 14). 
Откетим с р а з у же очевидны!! факт и з [ 15 ] ; 
Утверждение 9? Кардинал С является у/­калибром для X 
т о г д а и только т о г д а , когда \|/(У)<С­для в с я к о г о У с X 
т а к о г о , ч т о X) < * Для в с е х Х « У . 
Утверждение 0 . Если X ­ Тд^пространство , т о всякий 
cvp­jKajniOp для X является и е/­калибром для X 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Ус X и " ^ = { о С х '• х е У } , 
г д е оСх ­ семейство в с е х окрестностей точки X в X . Т о г д а , 
если f ­ Ор­калибр для X и fXlx, %)<• Слля всех х е У , т о 
/ п о с к о л ь к у очевидно, ч т о в с е г д а ^XČo£x,X^ = X) / 
• существует У ° с У , для к о т о р о г о L/^ VV с { •" xtY 0 } , [V*ļ<ti 
Ясно , ч т о т о г д а для всякого L 6 УМ^ = '{.1/' L - открыто в X , 
/(Л V Ф j* имеем / , Л V е # ^ > откуда и с л е д у е т У«= У в # 
Предложение 9. Пусть X ­ ^ ­ п р о с т р а н с т в о и Г ­ регулярный 
кардинал такой, что у ? £ ^ <. "С для всех V < С* . 
Тогда JT ­ W­калмйр для X. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Сели Ус X и Я"£(х^ Х ) < С д л я в с е х Х € У , 
т о в Силу утверждения 9 А(У) < С , а , значит , в силу р е г у л я р ­
ности 2 " и fi"W(y X)***£*• Остается только з а м е т и т ь , что если 
с е м е й с т в о ii - fr-Саза У в X , т о семейство , 1Л.уг/Х) v««>. аь ­ а д у / gļ>T* 
Иреглочение Р? Кардиналы (р ) и(кЩ£*) 
являются W­качибрами для Тд­пространства X ггри л ю б о м J i & 2 . 
Положив Ъ%С)/\Х)=оц1>1г%(х1 %):ХеУ}г«з п р е л л о в е ­ ' 
ния 0 ° при / = »*(У|Х) в качестве в т о р о г о с л е д с т в и я основной 
теоремы 1 3 получаем / у ж е активно испожьзоваьлийся/ р е з у л ь т а т : 
• • Следствие 2.03.теоре^'3<1).Если X ­ Т о ­ п р о с т о а н с т н о и УсХ 
т о w( У ) < * Х ( У | Х ) ^ * ? ­ X . ( V i X ) e C X ) . 
Всю дополнительную ин|>ориацию к следствию 2 , которая с о -
держится в несколько б о л е е точной предложении 9 , полностью 
исчерпывает 
Следстаие 2 ; . Если X - Т 3 - п р о с т р а м с г в о и й " Х ( У ( Х ) - р е г у -
лярний кв^динал такой, ч т о у ^ л"Х( V ļ X ) Для всякого 
V < ( V I X ) > 7 0 существует точка у е У , для которой 
П ( ч , * ) = frX(vIX). 
Легко приперяегся, что с в о й с т в о быть ( с т р о г и м ) ар ­калибром 
сохраняется при переходе к непрерывном образам , всюду плотным 
подмножествам и р а с я и р е т я м , открытым подмножествам. Учитывая 
э т о , и предложение 9 , получаем: 
Теорема 14. пусть с ­ а р ­ к а л п о р для X . Тогда £• ­
ШЭ­калибр и для я А/а при либом 7L< VC(X) и . следовательно , 
V ( ­ l M ž 2 , ^ — * £ iT , кроме т о г о : 
( 1 ) если V ­ регулярен, но не сипьнонедостижим, то 
( 2 ) еслис /Х) ­ н е слабонедостижим, то 
Следующий результат демонстрирует , в ч а с т н о с т и , ч т о даже 
в хороших, ( н о не бшомпактных)п;>остранствах д р ­ к а л и б р не 
обязан быть калибром. 
Теорема 15 . Если финально компактное секвенциальное T g ­
пространство имеет несчетно­конфинальныи к а п м б р Г ^ С * » т о | Х Н £ . 
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Mu temat ika , I . 
TOPOLOGICAL PROPERTIES OP A FUZZY SP.iCE AO LOCATION 
PROPERTIES OF ITS FUZZT TOPOLOGY IR THE TYCHONOFF CUBE 
^ " i . s o s t e k 
A b s t ŗ a o t . Some t o p o l o g i c a l p r o p e r t i e s o f a f u z z y t o p o l o g i ­
c a l s p a c e ( s u c h aa T . - s e p a r a t e d n e s s . d i s c r e t e n e s s , t o iiuvo t i g h t -
noae ь к ) are c h a r a c t e r i s e d a s l o c a t i o n p r o p e r t i e s o f tho f u z z y 
t o p o l o g y X in the T y c h o n o f f cube T> (endowed e i t h e r with t h e u s ­
ua l p r o d u c t t o p o l o g y o r with come s p e c i a l t o p o l o g y ) . 
­MB S u b j e c t c l a s s i f i c a t i o n 54A40. 
A . V . A r h u n G e l ' s k i l p r o p o s e d t o s t u d y the r e l a t i o n s between a 
c e r t a i n t o p o l o g i c a l p r o p e r t y o f a f u z z y t o p o l o g i c a l space and the 
l o c a t i o n o f i t b fuzsy t o p o l o g y in the Tychono f f c u b e . Ноге p r e c i ­
s e , l e t 9 bo a t o p o l o g i c a l p r o p e r t y o f f u z z y t o p o l o g i c a l s p a c e s 
and l e t Q. be a p r o p e r t y o f a subse t 0 o f a T y c h o n o f f cube 
( e . g . t o be o p e n , to b e c l o s e d e . » . ) . The p r o b l e s i s t o f i n d p a ­
i r s o f p r o p e r t i e s 9 and Q which a r e dual in the sense o f a 
Statement o f the f o l l o w i n g t y p e i 
A ­ f u z z y s p a c e ( X , T ) has the p r o p e r t y 5? i f f t h o subse t 
o f the T y c h o n o f f cube 1* (which i s endowed e i t h e r w i t h the s t a n ­
dard produc t t o p o l o g y , o r with sone s p e c i a l t o p o l o g y ) has the 
p r o p e r t y 4 . 
T h i s paper i s , p r o b a b l y , the f i r a t r e s e a r c h c a r r i e d o u t i n 
t h i s d i r e c t i o n . Here we e s t a b l i s h the d u a l i t y , in the above s e n ­
s e of ouch p a i r s of p r o p e r t i e s as d i s c r e t e n e s s ­ o p e n e s s , T . , ­ e e ­
p o r a t e d n e s s ­ d e u s e n e s s , t i g h t n e s s Л к ­ cloGednese ( in a s p e ­
c i a l t o p o l o g y ) . I n c i d e n t l y we e e t d b l i a h analogous s t a t e m e n t s ab ­
o u t the r e l a t i o n s between t^e p " o r e r t i e s of a ( c r i s p ) t o p o l o g i ­
c a l s j a c e ( X , T ) and t h e l o c a t i o n o f i t s f u z z y t o p o l c g y T i n . tho 
Cantar cube 2**. 
In t h e s e q u e l the terra "a f u z z y t o p o l o g i c a l s p a c e " i s alwuye 
ueed in Chang ' s sciisu Г }\, к f u z s y s p a c e ( Х , т ) i s c u l l e d laminuted 
i f X c o n t a i n s a l l c o n s t a n t s c « I ( s u c h s p a c e s were f i r s t c o n s i d e ­
red in Lowen ' s p a p ē r s i t , 5 3 ) ­ See e . g . r e , 7 ] f o r the standard t e r ­
minology and n o t a t i o n a c c e p t e d i n Fuzzy T o p o l o g y . 
For our purposes s e p a r u t i o n p r o p e r t i e s o f T^­ ty p e f o r f u z z y 
.­paces are o f i m p o r t a n c e . T h e r e f o r e we s t a r t w i t h d i s c u s s i n g some 
T ^ ­ t y p e axioms and t h e i r e l e m e n t a r y p r o p e r t i e s . 
R e c a l l f i r s t that a c c o r d i n g t o [ 8 ] о f u z z y space ( X , T ) i s c e l ­
l e d в T ^ ­ s p i c e i f f o r e v e r y p a i r o f d i s t i n c t p o i n t s x , y e X t h e r e 
e x i s t s U € T such that U(x) ­ 1 and U(y) ­ О . 
By an A T 1 ­ s p a c e ( o r by a T ^ ­ s p a c e i n the aense o f Adnad jev i c 
И ] ) we c a l l a f u z z y s p a c e (X,TT) each f u z z y p o i n t x ' ( x e x , 
t c ( 0 , l ] ) in which i s c l o s e d . f u z z y s p a c e ( X , f J in which e v e r y 
fuzz ; / p o i n t x* w i t h the v a l u e t f c ( 0 , l ) i a c l o s e d w i l l b e c a l l e d un 
WAT^­space ( o r a weakl$ A T ^ ­ s p a c e ) . 
The p r o o f s o f the n e x t f o u r p r o p o s i t i o n s r e d u c e to d i r e c t v e ­
r i f i c a t i o n s and t h e r e f o r e we omit them. 
P r o p o s i t i o n 1_. Each laminated тЦ­врисе i s un A T ļ - s p a c e ; each 
«T^ -space i s о . j ­ s p a c e . (The i n v e r s e i m p l i c a t i o n s do n o t h o l d . ) 
P r o p o s i t i o n 2. The f o l l o w A g p r o p e r t i e s e r e e q u i v a l e n t f o r 
a fuzzy s p a c e ( X , t ) : 
( a ) ( X , X ) i s a laminuted T ^ ­ s p a c e j 
( b ) f o r e v e r y p a i r o f d i s j o i n t p o i n t s x , y « X and every I 
( I ­ C0 ,1 ] ) there e x i s t s l i s t s u c h t h a t U(x) • « , U ( y ) ­ 0 and 
U 6 « i 
( c ) f o r e v e r y ( f i n i t e ) f a m i l y o f d i s t i n c t p o i n t s ^ . . . . . Х д в X 
and every f a n i l y « л , . . . , л •, fc I t h e r e e x i s t s U € T such that и ( х А ) ­
" * ^ f o r each i ­ 1 , . . . , n and 0 * m^x «* ^ 
Prof.oEi,cion i. The f o l l o w i n g p r o p e r t i e s a r e e q u i v a l e n t f o r a 
f u z z y space ( X , T ) t 
( a ) ( Х , Г ) i s an AT. , ­ space ; 
( b ) f o r e v e r y p a i r o f d i s t i n c t p o i n t s x , y * X and each « « I 
t h e r e e x i s t s U«T such t h a t U£x) - a and U(y) ­ О } 
( c ) for e v e r y ( f i n i t e ) f a m i l y o f d i s t i n c t p o i n t s ^ , . , . , x f X 
and every f ami ly I t h e r e e x i s t s UfcT such that U^x^)­* , 
f o . ' each i ­ 1 r. . 
( d ) f o r e v e r y p a i r o f d i s t i n c t p o i n t s * , y e X, and all<**.I, £ > 0 
there e x i s t s U « T such . that « - c <. U ( x ) < « + t and U ( y ) - 0 . 
P r o p e a i t i o n 1 . he •'ollowiilg p r o p e r t i e s are e q u i v a l e n t f o r 
a fuzzy space ( X , T ) 
( a ) ( X , T ) i s a W * T 1 - 3 p a c e j 
( b ) f o r e v e r y p a i r o f d i s t i n c t p o i n t s x , y X and a l l * , f 6 ( 0 , 1 j 
e x i s t s 0*r such that U ( x ) - * and U ( - ) - t \ 
( c ) f o r every ( f i n i t e ) f ami ly o f d i s t i n c t p o i n t s x 1 , . . . , x [ ļ f e X 
and e v e r y f a m i l y * . 1 , . . . , « n t ( 0 , 1 ] t h e r e e x i s t s U t t such 
that U(x^ ) m a A f o r e v e r y i - 1 , . . . , n } 
( d ) f o r every f i n i t e f a m i l y o f d i s t i n c t p o i n t s x ^ , . . . , x n « X, 
every f s n i l y . . . , o* n , and each t>0 there e x i s t s U « T such 
that « ļ _ £ < U ( x A ) <. « ļ t t f o r e v e r y i - 1 , . . . , n . 
• P a s s i n g now t o the main s u b j e c t o f the p a p e r , we s t a r t w i th 
the next e a s y o b s e r v a t i o n ! 
P r o p o s i t i o n 5. I f a s p a c e ( X , t ) i s e i t h e r laminated o r T,, , 
X - , x . , e .X , and « t p. , ( t ) , < * t p v (X ) (where p „ : I I i s the 
c o r r e s p o n d i n g p r o j e c t i o n ) , then there e x i s t s U t t such t h a t 
* - p ¥ (U) ­ p „ (U) . 
x 1 * 2 
P r o o f . The case when the s p a c e i s laminated i s o b v i o u s . A s s u ­
ne that ( X , f ) 1в а ТЦ­зрасе and take U ^ U ļ t t such t h a t p x ( U ^ • 
" U i ^ x i ^ 1 , 2 . S i n c e ( X , t ) i s a T ^ - s p a c e , one can f i n d 
now V., , V^fet such t h a t V 1 ( x 1 ) - « ļ V 1 ( x 2 ) - 0 , V 2 ( x 1 ) - 0 , 
V j l x , ) - <X . To f i n i s h the p r o o f i t i s s u f f i c i e n t t o t - k e V - V l V Y g . 
Por s p a c e s which are n e i t h e r l a m i n a t e d , nor t*, the p r e v i o u s 
statement d o e s not g e n e r a l l y h o l d : 
Example 1 . Let X - lx^,x2\ , X - I 0 , 1 , U 2 , V / , where U ^ x ^ ) * - I , ип(х г) ­ 1, U ? ( x 1 ) , U , ( x ? ) ­ I e ; , d V . П.,Л D 2 . Then 
l « P v l e P v (T>» b u t t h e r e i s "° U * T 8 u c h t h a t l ­ P v ( " ) ­ P v ( " ) • 1 2 3 x 1 x 2 
Theorem 1 . A fuzzy space ( X , t ) i s a WAT.­space i f f T i s v 
everywhere dense in I . о 
P r o o f . Assume that Г ­ I * ani f i x a f j a i l y o f d i e l i n e t p o i n t s 
and numbers « 1 > . . . , « n , £ с ( 0 , 1 ] .Then J f ' ­ > ' ( x 1 , . . t x n j * 1 , . . , o i n i « ) ­
­ i H t I х : I HllXjl-HlX+i , i ­ 1 , . . . , n ) i s a nonempty open s e t and 
nonce there e x i s t s UtjfnV . A p p l y i n g P r o p o s i t i o n 4 we c o n c l u d e 
that ( X , T ) i s a WAT.,­space. 
C o n v e r s e l y , i f ( X , T ) i s a WAT^­spaee, then a c c o r d i n g to P r o ­
p o s i t i o n 4 f o r oach fami ly x , j , . . . t x n and numbers <* n , f « ( 0 , 1 j 
there e x i s t s U € t such t h a t 4^ - L < U ^ ( x i ) < . « i * t f o r each 
i » 1 , . . . , n . However, t h i s e x a c t l y means t h a t t ­ I х . 
In a s immilar way one can e s t a b l i s h t h e f o l l o w i n g f a c t ! 
Theorem 1 ' . A t o p o l o g i c a l s p a c e ( X , T ) i s a T_,­spuce i f f T 
i s e v e r y here dense in 2 . 
C o r o l l a r y 1. I f (X,TT) i s a WAT , , ­8pace then t i s c l o s e d i n 
the Tychono f f cube i f f X i s d i s c r e t e ( i . e . i f f V ­ I X ) . 
• 
C o r o l l a r y 1 ' . I f ( X , T ) i s a. T ^ ­ s p a c e , then t h e t o p o l o g y T i s 
c l o s e d in the Ca'ntor cube i f f T i s d i s c r e t e ( i . e . i f f T = 2 х ) . 
Theorem 2 . L e t ( X . f ) b e a WAT_.­space. Then X i s open in 
Y " I 
I i f f X i s d i s c r e t e . 
Proo f . Assume that X i s open and l e t x * X. Then , s i n c e o b v i ­
o u s l y 1 « t , there e x i s t x^ t >:, and £ > 0 s u c h t h a t Jf* 
­ Л " ( х 1 , . . . , х п ; 1 , . . . , 1 ļ £ ) c t . Without l o s s of g e n e r a l i t y one c a n 
assume that x - ХЦ. However, s i n c e (X,T/) i s a WAT^-space and £ c a n 
be chosen a r b i t r a r y s m a l l , i t i s e a s y to c o n c l u d e that I x l e t . 
Applying once a ŗa in VAT^-axiom, f o r « t l ' f i n d UtTT such t h a t U ( x ) -
• * . However, t h i s means t h a t « { x / « t and hence T - I х . 
In a s i m i l a r way one can prove the f o l l o w i n g " c r i s p v e r s i o n " 
of Theorem 2 : 
Theorem 2' . . L e t (X ,T) be a t o p o l o g i c a l T ^ ­ s p a c e . Then X i s 
open in 21* i f f T i s d i s c r e t e . 
Тле n e x t example shows that t h e assumptions o f s e p a r a t e d n e s s 
in Theorems 2 and 2 ' are e s s e n t i a l : 
Example 2 . L e t X be a s e t c o n t a i n i n g at l e a s t two p o i n t s , 
x 0 « X , a n d ' 0 < « < < j » 4 . Define a fuzzy t o p o l o g y X ­ I U * I х : U ( x o ) ' 
« C 0 , « ) U ( p , l ļ I on л. I t i s o b v i o u s that г ­ f 0 , « 0 U (Jl, 1] « I X s ' x o ' 
"nd hence V i s en open s u b s e t o f I * but С t . 
Example 2 ' . Let X be a s e t c o n t a i n i n g a t l e a s t two p o i u t s 
x Q and & • D e f i n e a c r i s p t o p o l o g y T on X b y l e t t i n g U€ T i f f 
e i t h e r x ^ U o r J x Q , x 1 | c U . I t i s o b v i o u s t h a t ' f ­ 1 ( 0 , 0 ) , (1 ,1 )J « 
2 * N l x o , x l ' and hence T i s open in 2 х but T t 2 х . 
Our next aim i s t o e s t i m a t e the t i g h t n e s s of а f u z f y зрисе 
by means o f l o c u t i o n o f i t s fuzzy t o p o l o g y . Pat terned a f t e r the 
oleasioVi d e f i n i t i o n o f t i g h t n e s s o f a t o p o l o g i c a l spf.ee [2) we 
i n t r o d u c e i t s fur.zy v e r s i o n из f o l i o i s : 
D e f i n i t i o n . The t i g h t n e s s t ( X , T ) o f a fuzzy space ( X , T ) i s 
d e f i n e d as t h e minimal i n f i n i t e c a r d i n a l к such that A * 1 A and 
f o r each f u z z y p o i n t х ^ ё A t h e r e e x i s t s a subse t G C X , | G | « k , 
such t h a t x*fe А Л G . 
We s h a l l need the f o l l o w i n g s imple f a c t 
Lemma. L e t ( X , T ) be a fuzzy space and к be a c a r d i n a l . Then 
the f o l l o w i n g c o n d i t i o n s a r e e q u i v a l e n t : 
( 1 ) t ( X , T ) Л к } 
( 1 ' ) f o r each A € I 4 and each x**Ā such t h a t A there 
e x i s t s G C X , | G | 6 K , such t h a t x A 2 АЛG ) 
( 2 ) f o r each A € I х which i s n o t c l o s e d there e x i s t s • f u z ­
zy p o i n t x ^ i Ā, . : A f A , and a s e t G С X , I G | * k , such that 
х Ч А Л G . 
Proo f• The e q u i v a l e n c e o f c o n d i t i o n s ( 1 ) and ( V ) and the i m ­
p l i c a t i o n ( 1 ' ) " * ( 2 ) e r e o b v i o u s . C o n v e r s e l y , l e t ( ? ) h o l d , A t Ā, 
and d e f i n e a fuzzy s e t A - V I x* : 3 G c X . I G I i k , s . t . x * € A AG J . 
I t i s s u f f i c i e n t to_show t h a t A ­ A . Assuming t h a t A f A , take 
a f u z z y p o i n t x ' Z l 3uch that x ' ^ *" , b u t > ' « M H l o r some 
HCX, ( H I « к . Рог each уС4" А Л H one can f i n d a s e t GJC X R M J * l « l , 
such t h a t у Ь € А Л а ' . Let now G ­ UfG.*;: y€H, t e ( 0 , 1 3 « Q , 
t t i ^ • * 
y t A A O J , f , Q i a the s e t o f a l l r a t i o n a l nut ibers . O b v i o u s l y 
I G K I I I |'X,« к md АЛ G > А л l i , oiid h e n c e , r * « A A 0 . However, t h i s 
means that x*«A". The o b t a i n e d c o n t r a d i c t i o n c o m p l e t e s ti.e p r o o f . 
To e s t i m a t e the t i g h t , a s s o f a fuzzy s p a c e by mean? o f lo­
c a t i o n o f i t s fu?zy t o p o l o g y we need J s p e c i a l t o p o l o g y 4 ' ^ on I * 
d e e c r i b e d be l ow . Ooneider t o p o l o g i e s T - |(°<,1J : « f c l j f £ l j and 
• { f 0 , b j : b e I ) u ļ e j on I . L e t v,!*,**,) b e the u s u a l produc t 
o f I XI c o p i e s o f the apace ( I , T r ) and l e t ( I х , T ^ ) be the k - b o x 
p r o d u c t o f I I I c o p i e s o f the s p a c e ( I , T 1 ) . l T h u e the t o p o l o g y T X ļ [ 
h a s the fami ly into,*] i 0 « a v t 1 , I I x i a„ < 1 11 * к {" a s a s u b -
X чг у Jv у Л 
b u s e . ) L e t T t ļ c - зир^Ту^, T r ļ and l e t l £ k d e n o t e the space 
Theorem Ъ. L o t ( X , X) be a fuzzy space and к be a c a r d i n a l . 
Then t ( X , f ) 4 k i f f Г i e c l o s e d in I X k . 
P r o o f . Assume that t ( I , T ) * k and l e t B € I х v t . Then B 0 ^ , 
where B c ­ 1­B, and hence there e x i s t s a fuzzy p o i n t x*«"B c , x ^ B 0 . 
Take G e x such t h a t IGI«k and x 4 B C A G , and l e t •A r ­ J r ' ( x , / u,B ,G) ­
­ l u e r * : U(x)>/* , U ( y ) i B Q y ) V y e G j , where м. . Xе ( ­ 1 ­ Х ) . Ob­
v i o u s l y JY i s open in Г^ к and В e ^ ( b e c a u s e x * f B c i m p l i e s B ( x ) y > ) . 
On the o t h e r hand ЖЛ­Г­? . H e u l l y , assume* that t h e r e e x i s t s 
иелТПГ. Then U(x) >*i and hence U i s и q ­ne ighborhood o f x * £ 6 J . 
On the o t h e r hand U(j) fe B(y) f o r a l l y e G and U n c e fuzzy s e t s 
Ū and В С Л G are q u a s i d i s j o i n t Г6 1. However t h i s c o n t r u d i c t s i m p ­
l i e s that Jf(\Xm4i and t h e r e f o r e X i s c l o s e d i n i f . . 
C o n v e r s e l y , assume that IT i s c l o s e d in Г £ к and t a k e A € I 
which i s not c l o s e d in ( X , " C ) t h e n B: ­ A c e t and t h e r e f o r e t h e r e 
e x i s t s a ne ighborhood Jf o f В i n I ^ k s u c h thut JfnVm f . Without 
l o s s of g e n e r a l i t y one can take У from the s t a n d ' ­ d b a s e o f n e i g h ­
borhoods o f B, i . e . . 'ind x . , , . . . , x n e X , / * л , . . . , ^ * n * I , and G с X, 
I G I * k such t h a t У ­ if . . * п ; / * 1 . • • • . / n i Щ * l " « Х : 
D ( x i ) Y i , i ­ 1 . . . . . П ; U ( y ) * 3 ( y ) У у * G ) . 
?or each i ­ 1 n l e t now К±'• Jf{xij,G) ­ l U f c l * : 
U ( * i ) > / * ± , U ( y ) * B(y) V y e G j . I t i s e a s y t o n o t i c e t h a t / . П Т « . 
- 4 f o r a t l e a s t one i ­ 1 , . . . , n ( o t h e r w i s e c h o s i n g Ц Ч е Л ^ Л Т 
f o r each i ­ 1 n and d e n o t i n g U • ф IT »e should have 0 « У П 1 ) . 
T h e r e f o r e without l o s s o r g e n e r a l i t y one can essume t l i^t JC -
­ X ( x , / « ,G) ­ ( U t i 1 : U ( x ) > . * , U(y) £ B(y ) V y * o J f o r aome 
p o i n t t i l . 
l e t A -f<c and c o n s i d e r t h e fuzzy p o i n t x * . Since D ( x ) > / * , 
i t f o l l o w s that V * J A га\Л b e s i d e s x * e A . ( R e . i l l y , ввейте t h a t 
x * f A . Then d e n o t i n g W ­ A c nhd n o t i c i n g that W<B and W ( 0 ­
­ А с ( х ) > А ° ­ у * we c o n c l u d e Chat and b e s i d e s , o b v i o u s l y , 
On the o t h e r hand, s i n c e MC\X = f , i t f o l l o w s thut f o r each 
UCC" s a t i s f y i n g U ( x ) > / » t h e r e e x i s t s at l e a s t опэ у * G such that 
U ( y ) > B ( y ) . However , th i s means e x a c t l y , t h a t each q ­ n e i g h b o r h o o d 
U оГ the f u z z y p o i n t x * q ­ c o i n c i d c s with the f u z z y &et . В СЛ G ­
­ A AG and t h e r e f o r e х л е А Л G . Thua we have found a f u z z y p o i n t 
x A r A , xAfc"Ā such that x x € А Л G f o r some G C i , I G | < k . Apply ing 
Lemma we c o n c l u d e that t ( X , t ) == к . 
In a s i m i l a r way and w i t h o b v i o u s s i m p l i f i c a t i o n s one can 
e s t a b l i s h the f o l l o w i n g c r i e p v e r s i o n o f Theorem 3 : 
• Theorem 3 ' . Let ( X , T ) be a t o p o l o g i c a l space and l e t к be 
a c a r d i n a l . Than t ( X , T ) к i f f T i s c l o e e d in I ^ o r , e q u i v a ­
l e n t l y , i f f T i s c l o s e d in the s p a c e 2*^ (where 2 ^ i s c o n s i ­
d e r e d .is t h e eubspaee o f ) . 
( E f f e c t i v e l y 2 ^ can b e d e s c r i b e d as f o l l o w s . C o n s i d e r t o p o ­
l o g i e s T Q ­ 1 1 0 } , * , 2 i and Т., ­ ( И ) , ф , 2 J on the t w o ­ p o i n t 
s e t 2 ­ 1 0 , 1 l and l e t ( 2 * , T X ) be the p r o d u c t o f I XI c o p i e s o f the 
s p a c e ( 2 . T . , ) and ( 2 * , 1 * , , ) be the k­box p r o d u c t o f I XI c o p i e s o f 
the space ( 2 , T Q ) . Now 2 ^ k cun be d e f i n e d as the C a n t o r s e t 2^ 
Y 
endowed with the t o p o l o g y T ^ k which i s the supremum o f t h e t o p o ­
l o g i e s T X and T X k . ) 
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ЕИНЭЯТНОСТЬ и ФУНКЦИЯ ПЕРЕХОДОВ 
КОНЕЧНОГО АВТОМАТА 
Лоренц А. А . . Лапин ыа л А. 
/ V " 
Аннотация, исследуется алгебраические свойства расширенной фушзтии 
перестановочных конечных детерминированных автоматов (КДА). Для [«да 
типов перестановочных КДА дани эффективные описания их функций переходов 
в виде многочленов кап гоответствукщдаи конечными полями. уДК 519. г и 
В работе рассматривается специфический класс конечных детерминирован­
ных автоматов, называемых регулярными перестановочными автоматами. По 
заданному автомату строится последовательность функции, определяоак 
переход автомата иэ начального состояния в конечное за п. п= 1 , 2 , . . . , 
тактов действия. Это естес гвекныи образом приводит к последовательности 
функций от п случайных переменных, если предположить, что на вход рас­
сматриваемого автомата поступает фиксированная последовательность слу­
чайных сигналов исследуются алгебраические свойства этих функций и пре­
дельные распределения их значения 
Вероятностные свойства многочленов, определенных на конечных алгебраи­
ческих структурах рассматривались в работах различных авторов (Дворец­
кий. Больфовиц. 1951; Воробев H. н. , 195t; 0, смиот, 19 '3 ; Лоренц А.А. . 
1976D). Следует отметить, что во всех упомянутых работах рассматривались, 
главным образом, симметрические функции, что толкало на мысль искать при 
чину стабилизации определенных характеристик в симметрии рассматриваемых 
функции. Особенно ярко эта идея выступает в работе Денница Смипта, хотя 
он сам нигде явно об этом не говорит. Настоящая работа является попыткой 
внести ясность в этот вопрос. Одновременно авторы питались внести опре­
деленный вклад в арсенал эффективных приемов описания класса функции от 
случайных переменных, отличаммхея свойством стабилизировать параметры 
вероятностных распределений их значений. Практическая ценность получен­
ных нами результатов заклинается в том, что они расшнрщэт конструктивные 
возможности построения вероятностных распределений с нанехными и точными 
характеристиками, пользуясь датчиками случайных сигналов, не отличаспи­
иися ни надежностью, ни точность», параметров. • О 
для точной постановки изучаемых вопросов ми введем ряд определении 
Они поэвелят читател».' обойтись без предварительного знакомства с ве:ьма 
специфическими п о ш п и ш при чтении дайной работы Так как наше исследо­
вание во многих отношениях базируется на результатах теории конечных 
автоматов, то начнем с определения ряда понятой именно из данной о б л а е т 
Определение i. конечным детеркинированнъи автоматом (КДЛ) типа Мура 
мы условимся называть пятерку математических объектов <х, г, Z, й . К >. где 
X, Y и Z ­ непустые, конечные множества символов, д ­ отображение 
Z«X —»Z, х ­ отображение Z —• Y. 
В дальнейшей КДЛ типа Кура мы для краткости будем именовать просто ко­
нечным автоматом (КЛ). для наших целей достаточно ограничиватся случаем, 
когда Y=Z и x(zl -г. Это позволяет задавать лобой интересующий нас КА в 
виде троим: математических объектов ос, Z, д >. Отметим, что в литературе 
х называется входным алфавитом KA. a Z ­ его множеством внутренних сос­
тоянии, отображение л принято называть функцией переходов. 
В теории КА функциональный символ д используется, как правило, в 
более широком смысле, чем это было определено выше. Область его определе 
кия естественным образом расширяется посредством следующего индуктивного 
правила: б U , Xi, x t i . . . x w x ; , , „ ) = а ( Д. (z , х;, х ч . . . х , „ ) , х ^ . , ) , т * t . Если 
зафиксировать некоторое z « Z, то, с учетом способа расширения области 
определения Д, мы приходим к определение последовательности Функций 
I Д„|. т ;| , г положив , д „ ( f, • J t J „ ) = Д ( ц , ļ, j t . . . i. здесь 
предполагается, что переменные £ . i = J, 2, . . . . m , . . . принимают значения 
из X. 
В дальнейшей работе мы займемся изучением вероятностных свойств после 
довательности I Д т I . определив J_ как случайные переменные. Денниц 
смицг (1971) занимался изучением вероятностных свойств последовательности 
элементарных симметрических функций I S"m I к­той степени от независимых 
случайных переменных J; . Мы исследуем свойства ( £ т I при более общем 
предположении: £ ; i = l , 2 , . . . . m , . . . образуют сложную марковскую цепь фикси 
ровакиого порядка. Разумеется, в частном случае могут быть также не­
зависимыми переменными. . , 
Математический аппарат, применяемый нами для доказательства соответ 
свукоих свойств i д „ |, опирается па теореме о стабилизирующих способно­
стях регулярных перестановочных автоматов (Лоренц. 1V70). Определи! те­
перь понятия, необходимые для точкой формулировки этой теоремы 
Определение 2. КА сх, Z, Д > условимся называть перестановочным КА, 
если для любых х, г и z ' л и, «I t а i z ' , * ) , когда z^z ' . 
Если зафиксировать элемент х с X, то функция a (z. к) относительно пере 
не иной z е z индуцирует отображение Z­»Z. Сио может быть представлено над 
лежащей матрицей А х , если все элементы множества Z соответствующим обра 
зом пронумеровать числами 1,2 |zļ. тогда при Z r | z , , z_....,z^ ) эле­
менты nin матрицы A ^ i a ^ (x)) определяются условием: а у ( х ) = | , когда 
M z c . х) =Zj; в остальных случаях a : ļ (х) =0, 
Определение 3. KA <Х, Z. а > условимся называть регулярным, если матрица 
Н= -ļ-, регулярна, то есть некоторая ее степень является положительной 
, х ' х . х 
матрицей 
Определение V КА СХ,Z, д > условимся называть рег-уляр о * перестано-
вечный автоматом, если он является 
1) регулярным КА, 
2) перестановочным кл. ( 
3) наибольший элемент матрицы И равен — . 
Начиная с этого места, мы будем поараэумевать, что Z= 10, I п ­11. 
а X • подмножество множества Z. Легко понять, что это предположение не 
является ограничением класса регулярных перестановочных автоматов по 
существу вопроса, а лишь упрощает дальнейшую терминологию. Сформулируем 
теперь упомянутую теорему о стабилизирухших свойствах регулярных переста­
новочных автоматов в несколько отличной терминологии от той. которая 
использована в работе Лоренца (19760). Для устранения возможных недоразу 
некий, отметим, что равносильность обеих формулировок устанавливается 
без труда. 
Теорема 1. Пусть даны регулярный перестановочный автомат <Х, Z, л > и 
вероятностное пространство XI = <Е, F, Р>, над которым определена Поспелова 
тельность случайных переменных J, , j x £ л образуицая сложную 
марковскую цепь конечного порядка над множеством состояний х, тогда при 
любом z о ī Z определенная последовательность случайных переменных | л,.. I, 
1*0. £, 5i •••­»' §*•"« и * е е т предельное распределение 
I l i PI e * s z ) : — . 
Щ ­* л 
если только существует положительное действительное число л такое, что 
И Sm.c : Х 1 { л , = Х П I Р* 
для всех кортежей (х, x , , * , , ^ х< ) иэ х " 1 " . 
в работе Лоренца 119700) показано, что сходимость распределения слу 
чайной переменной &„_ к пределу происходит с экспоненциальной скоросьтыо. 
то есть существует действительное число с, 0<с<1. зависящее от порядка 
марковской цепи I § t 1, числа л и некоторых характеристик КА такое, что 
|Р| A«=z| ­ -ŗ| i c m . Легко понять, что теорема 1 дает л и т неявное опи­
сание рассматриваемого класса функций переходов а • Поэтому Вопросом 
первостепенной важности является их изучение и описание средствами сов­
ременной алгебры 
1. СЮИНЯТ­ИЧЕСКИЕ И СЬСДИНЬЕ К СЯгИЕТРИЧВДСИИ ФУНКЦИИ ПЕРЬХОДОЬ, 
В предыдущем разделе мы ознакомились с конструктивным способом пэс 
троения системы матриц л х . х s X, по заданному КА <х, Z. д ) . В дальнейшем 
для краткости мы обозначим ее через А х . отметим, что в силу способа 
определения А х , она является простой стохастической матрицей, т . е . все 
ее положительные элементы а (х) раьны 1 и ZĻ л ^ (х)=1. Очевидно, каждый 
KA <х, Z, а > может быть однозначно представлен 1 х>икой ос, Z , A X > , где л х 
построена по заданному Л . . 0 
Легко также видеть, что любой КА может сыть задан посредством задания 
<х, Z, А х >. где А х состоит из простых стохастических натр ли А х порядка 
ПМ1. ns|z|. 
Если <х, z, Л. > является регулярным перестановочмьм автоматом, то все 
матрицы А х , построенные по заданному л . окажутся матрицами подстановки 
или. другими словами, простыв! бистохастическими матрицами. Значит, каж­
дый регулярный перестановочный автомат может быть задан посредством зада­
ния тройки <х, Z. А у >, где А х ­ некоторая система простых бистохастических 
матриц п­ого порядка, n=|Z|, удовлетворякшая следующим условиям: 
(1) матрица »­,•—. ^ ­ \ t регулярна; 
(£) яаиболивин элемент матрицы 11 равен — . 
Легко соооразить, что каждая матрица А х , построенная по перестановоч­
ноиу КА. является матрицей подстановки, т. е. она является матричным пред­
ставлением соответсвупаего элемента симметрической группы S, t . Таким об­
разом, перестановочный автомат может быть задан путем задания множества 
Z­10. i п ­ п , е г о подмножества Х : | х 0 , х , , х . _ , i и надлежащего списка 
подстановок или элементов . t , , . . . t K . , из 8ц . 
MJ видим, что эффективное описание всевозможных перестановочных авто­
матов легко осуществимо как на языке матриц, так и на языке подстановок 
Сложнее дело обстоит' с эффективным описанием класса регулярных, и тем 
более, • класса регулярных перестановочных автоматов. 'Матричный вид зада­
ния позволяет осуществить проверку регулярности автомата за конечное чис­
ло шагов, но не .больше. Число шагов при этом ограничено числом п 1 ­ 2л» 2 
(см. Гантмахер. 1967). что же касается алгебраической структуры функции 
д „ , определенной на основе регулярного перестановочного автомата 
<х. z, д >, то здесь мы сталкиваемся со значительными трудностями Различ­
ные системы алгебраических операций обладают различной силой выразитель­
ности и тем самим приводят к различным описаниям функций д т . кроме того , 
необходимо также исследовать вопросы полноты применяемого алгебраического 
языка. Если в качестве применяемых операций использовать традиционные 
операции алгебры логики о , л и ', определенные равенствам х и учпах (х. у) , 
к .­. у­чип (», у), х ' г (х»п­1) mod п. то проблема полноты автоматически снима­
ется. Как известно, любая функция 1, представляющая отображение Z m ­ » Z, 
выразима при помощи этой системы операции (Яблонский. 1986). 
Остановимся теперь на другой системе операции, состоящей из сложения 
и умножения по заданному модулю. (Мы здесь предпологаем, что использование 
констант ничем не ограничивается. ) Покажем, что не всякая Функция д вы­
разима при помощи этих операций. Оля этой цели рассмотрим КА. задаваемый 
следующей тройкой < X , Z . A X > : х=ю, 1 . 2 1 . Zr|0, 1 .2 .31, 
1 0 0 0 0 1 0 0 |0 0 0 1 
0 1 0 0 ­. \ = 1 0 0 0 A a : ļ 0 0 l 0 
0 0 i 0 0 0 0 1 ' o i o o 
0 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 
Легко убедится, что'наибольший элемент матрицы I t - ļ (А^.А, » А Г ) равен 
1 / 3 к все элементы мл положительны. Так как Ау состоит из матриц г. од ста­
нс ел ж. то рассматриваемый КА является регулярным перестановочным автопа­
том. 
Очевидно, если Фун 'дня д от переменных i и * представина в виде ко­
печной алгебраической записи при понови операций ( ц, • mod 1 и 
( ij, • iļi) mod 1, то й допускает представление в виде многочлена. Предпо­
ложим теперь, что существует многочлен P(z, х) , такой, что д iz, х) = P U . х| 
для веек х с 10. 1.21 и I с 10, 1. г, 31. Тогда найдется многочлен Q(x) , такой, 
что Л (О, x)=Q(x) для всех « t 10, 1,21. Покажем, что такого 0(х) не сущес­
твует. Действительно, если д (О. х) = а, х '»а , . *а<, (здесь и в дальней ­
тем. если не оговорено противное, традиционная запись интерпретируется 
как соответствующая операция по модулю), то а, = О поскольку д (О. О) = О. 
Но тогда 6 ( 0 . 2 ) = 2 ( а с 2 . . « а » . , ) =2г', где г ­ натуральное число. Но 
так как в нашем примере Д ( 0 , 2 ) = 3 и 2 г / 3 moat, т о предположение о сущес­
твовании многочлена 0(х) приведено к противоречию. Значит, функция д в 
нашем примере не может быть записана при помощи операций ( o . u ļ j m o j 1 и 
( i ļ ,^)mod t. 
Полученный нами отрицательный результат все же не означает абсолютной 
невозможности выражения рассматриваемой функции Д при помощи операций 
сложения и умножения по другому модулю. В данном случае это вполне осу­
ществимо, если в качестве модуля взять число 5. Вообще говоря, любая ин 
тересукшая нас д­ФУНКЦИЯ допускает представление в виде надлежащего мно­
гочлена • соответствуакм поле гллуг. Сформулируем это в виде точного 
математического утверждения. 
ПредложеРиа 1. Для любого регулярного перестановочного автомата 
<х, Z. о > Функция д„. преаставина в виде надлежащего многочлена в поле 
галуа GF(p), если только р ­ простое число большее либо равное |Z|. 
Справедлииость предложения 1 непосредственно вытекает иэ теоремы Лаг­
ранжа о том, что любая функция f: (GF (р))' ОТ (р) представина а виде над­
лежащего гаггерполяциоинсго многочлена над (CF ( р ) ) ' . Здесь следует лини, 
учесть одно обстоятельство: если многочлен Q представляет а „ , то. Еоооан 
говоря, нельзя писать &т (г, х, х г . . . х„; : 0 ( г . хл, х г , . . , , x j . Шесто этого 
мы должны писать условное равенство <V(Z, х, x v . ,:kļjr = Qlz, х, . х г , . . . , % ) , 
чтобы подчеркнуть совпадение значений обеих функций только в тех точках, 
в которых определена д к . 
Рассмотрим теперь ряд регулярных перестановочных автоматов, функции 
переходов которых допускают простое и регулярное алгебраическое представ­
ление. В качестве первого рассмотрим класс КА К,, определяемый следуют* 
образок 
Определение 5. KA <X,Z, А Х >е к 4 если Z=I0. 1 , . . . , п­11, X i l c , . ^ с щ | 
и А Х =|АЧ А' 1 . . . . , А С 4 1 , где А ­ матричное представление подстановки (1 .2 , 
З . . . . . П ­ 1 , 0 ) а О * с , « с , < . . , ( c s . 
Предложение 2. Любой автомат класса К, является регулярным перестано­
вочным автоматом тогда и только тогда, когда ИОДiCļ-с,,с,­с, c s ­ с , , 
п) г i. (ВОД ­ наибольший общий делитель.) 
Доказательство. Обозначим разности с^  ­ с , через , j е 1 1 , 2 , . . . , з| и 
покажем, что матрица М= з ' t A Q с S*'A C '£A^' регулярна. Через i обозна­
чим величину HOflldj, a 4 , . . . ' , ' d j . Какова быниоь а величина J", существуют 
целые числа и 4 . и, . Uj такие, что JL а^и;-S. Через и* обозначим 0 
минимальное натуральное число, удовлётворяюхее следующей системе условии. 
(П и" ­ кратное п, 
(2) и**.тах|и;1. 
OOoзначив u, tu" через и " . им получки, что .z" a, u* 2 S «тюа п) и для 
все» i и'г-О. В силу условий предложения 2 ИОЩа.п) = 1. Легко заметить, 
что М* . при й= Д . и," . может сыть представлена в виде з " А*^ ( A A " • 
• А " 1 » В ) , где В ­ сумма надлежащих степеней матрицы Л. Так как cĻu =0 
и Zia .u* ī ^ i m a п) . то м " = а " " А с ' " ( Е » Л ^ « В ) . Спедовательно. н " ' * " 1 : 
: а " " ' " " >А С" ' '"" ' ,(Е»А < Г )*"' «В*, где В*­ неотрицательная m ņ матрица. Отсюда, 
в силу равенства НОД(сГ,п) =1, заключаем, что М 4 ' " " ' ' = s " u А' , и ' " " ' ' £ V «В* . 
Значит рассматриваемый КА ос, Z, Ах > является регулярным перестановочным 
автоматом. Докажем теперь обратное, пусть НОД(й,, о 5 , . . . a s , n) = 8 > 1. Тогда 
при люэс* n e N м * = - Л а ^ . А ^ . ­ * * ) 1 " •*> . где 
lj ( 0 , , . . . . d s ) ­ линейная комбинация чисел di с целыми неотрицательными 
коэффициентами. Но, так как о, =0, то \t (О,,.- •,о5) -.^5 . где n ( е N и 5*2. 
Определю! далее величины <5j , положив <ļ =rest (n^ сГ , n). Тогда 
H*=3**AaVi£ A$ . Так как все <5ļ*n-l и $ является делителем п. то число 
различных' oļ при JBPOUM п не превышает " / а ч< п/2. "значит, никакая степень 
матрицы Н не будет положительной матрицей. 
Предположим теперь , что КА ОС, Z, д > принадлежит К< и IZ|=n. В силу 
того, что д задается системой матриц 1А£' , A C L , . . . A C L I, где А ­ матричное 
представление подстановки (», 2 . . . . ' . n ­ 1 . 0 ) . мы заключаем, что A(Z. х) = 
»z*x (moan). Тем самым д„ ( г , х , х г . . . x„) = (z»x, • х 1 » . . . * x j (moa n) . 
Далее рассмотрим ДРУГОЙ класс КА К г . 
Определение 6. КА ос, z, А х >« к ; . если Z=|0. 1 n ­ i l . X r l c , , ^ c s | 
• A X IIA'* , A B . . . . , AC> 1, где матрица А задается подстановкой, образующей 
один цикл, кроме цикла (1 ,2 п ­ | , О ) . 
Предполагается, что 0 * с, < с , < . . . < с ь и Hoaic^­c, ; > . , ' , с , ­ с , . п ) =1. 
Предложение 3. Класс кх является классом регулярных перестановочных 
автоматов. 
Доказательство. .Легко сообразить, что любой КА класса К г преобразуется 
в КА из К, посредством надлежащей перестановки его внутренних состояний. 
Обозначим через II.' , i , , . . . , i,.,) подстановку цикла, чьей матричным пред­
ставлением является матрица К Через q обозначим наименьшее простое чис­
ло такое, что о > п и рассмотри! отображение f :Gf (q) ­ . Of (q). которое в 
точках 1,2 п­1 , о принимает, соответственно, значения i 0 , t , . 
I». , . Легко видеть, что ФУНКЦИЯ переходов д автомата < X . Z . A X > t ( l может 
быть представлена в вше д (z, х) =f ( д ' ( 2 . х ) ) , где д 1 является функцией пе­
реходов соответствующего автомата <Х, Z, А х > е к,. А Функция д „ , в свою 
очередь, может быть выражена как д„ (z, х, х г . . . x„J =f ( (z, х, х г . . . x j ) = 
. =f ( ( z » x , « x t » . . . *x„) (mod n ) ) . Ради ясности подчеркнем, что отображение f 
допускает алгебраическое представление при помощи операций из GF (q), а 
дД выражается через сложение по модулю п. так как f задается некоторым 
многочленом a^z ' ta , z * ' » . . . то Д л ( г , x , x t . . . хл) : а „ ( ( Z » x , « . . . • 
•х*) imoa п) Г •а< ((т»х, • . . . »х,) (mod п) )* ' ' • . . . «а^. Значит. & п представляет 
собой синиетрическуп Функцию относительно переменных х, х„ . 
Изучим теперь ал; ­Ораическуь структуру Д Функции КА класса K v 
Определение 7. KA <x. Z . A X >t к>, если х наряду ­ некоторый * содержит 
также x»l, Z= 10, i , . . . , n ­ I I и А х ­ д­пиркулянтные натрицы у которых а 0 1 = 1 
и НОДш. м) =1 (см Лоренц, 1970а). 
Предложение 1. Класс К ; является классом регулярных перестановочных 
автоматов. 
Доказательство Предположим, что подавая на вход автомата все возмож­
ные слова длины к. мы можек достич состояния а с . а , a, , n s n ­ l , гае 
а с * . а , < . . . < a j ļ t n - i Наша цель ­ доказать, что при некоторой к достижи­
мы все состояния. Предположим, что la, . а , a. |*Z. Подавая на вход ав­
томата всевозможные слова длины к м мы можем достич состояния 
(за, 'К) (mod п) и (да^»х<1) (mod п ) , 1=0, 1 п. причем да , да, imod п), 
при a, t Ō( . что следует из свойства HOflig, п) = 1. значит состояния 
в. = да, • х (moo п), i : 0 , l п тоже все разные. Множество i о., .о , D, I 
упорядоченное в порядке воз врастания его элементов осознании через 
Юд. О*.. . . ь£ (. Так как IDJ.DJ bJl^Z, то либо существует такое i, что 
о"., ­D" >, г, ioioo о£ < п ­1 . В любом иэ этих случаев как минимум один из 
постижимых состояний 0*»1 , 1=0, 1 П не имеется в множестве I of. •>«*•••• • 
0 ( |. А это значит, что количество состояний, достижимых словами длины 
к>1, больше чем количество состоянии, достнжнкых словами длины к. если 
только уже не достиигты все состояния. Таким образом, из любого состо­
яния z ' Z любое другое состояние z • t z достижимо ровно за к шагов, где 
к » п ­ 1 . огкуга следует, что к ­ т а я степень матрицы М= ~ Е^А, положи 
те льна. 
Так как НОД (д, п) ­­1, то все матрицы л „ будучи д ­ циркулянпп*™ натри 
цами. содержат 1 в кажцом столбце. Следовательно, любой КА класса к , 
является конечным перестановочным автоматок 
Из определения К j непосредственно следует, ч т о Функция Д KA <х, Z, д > 
из К в алгебраической записи имеет вид Д (z, х) : gz»x (mod n). Значит. 
AmU, x , x t . . . х„,) = (g*z»o""x, . . . . »e 'x j (moo П). Легко понять, что Функция 
i^iz, х, х г . . х и ) симметрична относительно переменных х,, х 1 # . . . , хт только 
тогда, когда д=1. Отметим, что функция Д„, получается из функции 
z«y ( «уь •. «У П (moo п) путем подстановки g "'J »j вместо у^. Следовательно, 
эрг одические свойства ФУНКЦИИ переходов КА из К ļ базируются на симметрн 
ческии характер функций переходов КА иэ К,. 
Примечание. Смысл последнего утверждения заключается в том. что рас­
сматриваемая нами ситуация равносильна построению подходящего КА из клас­
са К, и подачи на его вход последовательности случайных величин ļf. 
Ух уж определяемой посредством соотношения уа :gm'i (moa п ) . 
Разумеется, эта процедура может рассматриваться как полное сведение 
одной ситуации к другой только в той случае, когда для всех m и j , j= l , 
2 т I res (9 X. n) ļ x * x i представляет собой оцно и тоже множество. 
Если это условие не выполнено, возникают технические трудности­обоснова­
ния нашего утверждения, хотя мы знаем путь преодоления этих затруднении, 
здесь не место останавливаться на них более подробно. 
Рассмотрим далее пример регулярного перестановочного автомата, фуик 
ЦН'1 Лщ которого не является симметричной и всевозможные ее предст. влекия 
при помош.; операций сложени,, и умн.» ••• • по заданному модулю срив «ьят 9 
luioxo OOoaptMM выражениям Ны инеем в виду КА < х, Z. А у >, задаваемый сис ­
темой уравнений: 
( 1 ) X = 1 0 . II. 
(О Zr|0, 1 . 2 . 3 1 . 
1 0 0 0 0 1 0 0 
(3) Л , : 0 0 1 0 . »,= 0 0 0 1 
0 0 0 1 0 0 1 0 
0 1 0 0 1 0 0 0 
Легко удостоверится в том. что рассматриваемый КА действительно яаоя 
ется регулярным перестановочным автоматом. Поэтому займемся лишь изуче 
кием алгебраической структуры функций йя - Так как Л (г. ») не выразимо 
при помощи операций сложения и умножения по модулю 1, то целесообразно 
представить его в виде некоторого многочлена нэд ОТ (р), где р > 1. напри 
нер,р=Ъ. Читатель может самостоятельно уоедичъся.что Д(2, х)Т ļ z s x « 2 z 1 x » 
•«2х»Зг Л »32 1 »2»х если алгебраические операции здесь истолковывать как 
операции из GF(5). 
Существенного упрощения многочлена, представляющего а (2. х) не удается 
получить при значениях р=7. 11,13. Как видно, получить на этой основе яв­
ное полиномиальное вырдтгниг для 6 ( 2 , х , х г . . . х<), 1 =2, 3 , . . . , не представ­
ляется возможным, или, по крайней мере, связано с большими затруднениями 
Поэтому попытаемся выразить Д(2, х) как многочлен над OF ( 2 * ) , отождес­
твив его элементы О, 1,х и х»1 с числами О, 1, 2 и 3 соответственно (Кохен­
дерфер. 1962). Это приводит к следующим таблицам сложения и умножения 
t 0 i г 3 и 0 i г 3 
0 ч i г 3 0 0 0 0 0 
1 1 0 3 г 1 0 1 Е 3 
г г 3 0 i г 0 2 3 1 
3 3 е i 0 3 0 3 1 г 
»3X( . ļ«3x( , Отсюда при I =ЗК получаем, что 6 (г, х, х г . . . х,) =z« ( l x , t 2 x 1 « 3 x J ) • 
« ( l x , ' 2 x 5 >3х») • . . . ' (1»м*г*1., »3Xļ) . в двух остальных случаях, т. е. , к о т а 
1=эх»| или 1:3к<2. мы получим состветственно следующиесоотношения 
J I 2 . X , х , . . . Х() '=32» (Зх, • 1 х 1 « 2 х 3 ) • . . . • L 3 X { . T * L X ( . t ' 2 x ( . , ) » 3 X F ; 
a(2. x , x t . X J ) 522* (2x, • 3 x l * l x J ) • . . . • ( 2 х , ^ « З х , . , « 1 Х 1 . Я ) t2x ( . , » 3 x { . 
Теперь нетрудно заметить, что aiz , х , х 2 . . . х е ) инвариантно относительно 
любой транспозиции переменных х, и XJ . если i г j (tnoO 3) . 
2. ПОЛНОСТЬЮ АСИ^ТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ ПЕРЕХОД» 
Функции а, . рассмотренные в предыдущем разделе, отличались более или 
менее выраженной симметрией. Это обстоятельство в месте с результатом Е. 
д Сниата наталкивает на мысль, что изучаемая эргодичность связана с явной 
или скрытой симметрией дискретных функций. Сейчас мы убедимся в несостоя­
тельности такого предположения. 
определение а. KA ot.Z, Л >« к,если хг|0, 11. Z:|0. 1 . . . . n­11 . п > « и 
С 2, e o n r e s i z , 3) = i. 
z « l . если г е з ( 2 . 3) =2 и z / n ­ i , 
aiz, О) ­ 2 ­1 , если r e s i z . 3) =0 и 2/0, 
если 2=0, 
­ , о, 
2, если z=n­ i и г е э | п ­ 1 , 3) -г. 
•У 
и з 
z « i . ваш r e s IZ, 3) i o . l i и ifn-i. 
Д |z, 1) s г-г, если r e s (z. 3) : 2 , 
z, '­­си z=n­i и res ( i i ­ l , 3) =0, 
z­T. если z = n ­ l и r e s i n ­ 1 , 3 ) r l . 
Предложение 5. Класс Кц является классом регулярных перестановочных 
автоматов. 
Докозательство. Рассматривая матрицы А 0 и А , для n=l, 5. о, легко убе­
пится, что автоматы класса к„ является перестановочными для всех 
(см. табл. 1). Легко проверить, что все положительные элементы матрицы Н. 
М­1/г 1А 0 'Л,) равны 1/2 для n=l, S, б. так как увеличение п для матриц А , в 
принципе сохраняет ту же структуру, которая обнаруживается у матриц л Л 
при п=4, 5. б, то можно считать обоснованным и следующее более общее утвер­
ждение: при любом п » 1 все положительные элементы матрицы И= 1/2 (Л^Л,) 
равны 1/2. 
1 0 0 0 
0 1 0 0 
0 0 0 1 
0 0 1 0 
0 1 0 0 
0 0 1 0 
1 0 0 0 
О О О 1 
Таблица 1. 
п=5 А,.= 
П = 6 А 0 = 
1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 
О О О 1 .0 1 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 
0 0 0 0 i 0 0 0 1 0 
1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 
О О О 1 0 0 А,= 1 0 0 0 0 0 
0 0 1 О О О 0 0 0 0 1 0 
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 
0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 
Докажем теперь регулярность матрицы Н=1/2 ( А 0 » А , ) . В самом деле, если 
г и г ' ­ два внутренних состояния рассматриваемого КА и z=3K» i, z ' = 3Kt i ' . 
Оч<1. i ' ­ x 2 , то для некоторого слова и. и« х* (под х* понимается множество 
всех слов в алфавите X). длиной l (и) 4 2 должно быть a(z. и) = 2 ' (см. табл. 
1). С ДРУГОЙ стороны, если z * : 3 i « i " , то a ( z " , v ) = z * для любых v « (0|* и 
»*=!. Значит, для любого JeN, J » ч существует u ' е X*. I (и') =3 такое, что 
u (z ,u ­ )=z . Пусть z=3s»i, а г ' : » . * ! ' , ПК. очевидно, если я < к и u t ­ сло­
ва в алфавите i l l определяемые состиотниями u 0 « l i , и, = 1 , и . =е, то 
ulz .u О) = 3 ( 5 Щ . Значит, при K­s=g, в > 0 , найдется слово v e X", такое, 
что i lv) * Зд и д и . v>=3K. Но тогда для любого i,', J л. 3g«l можно постро.ггь 
слово и ' , уповлетворяааее условию 1 ( и ' ) = ^ и / Ч : , и ' | : 2 ' . 
Если э > еч, т о a i z , v L 0) ; 3 ( з ­ 1 ) , для v c ; e , VFIL. если z=ri­t, v , = i : . 
если z » n ­ i , v, = i. и так, состояние z' достижимо иэ состоянии z ­ y i o t ­ ° n 
ЛИОН ДЛИНЫ у »• зтл. где п=з­к. Так как та» (е. п) ­ ( (п ­ 1 ) / 3 ) , то для ,­хСой 
ПАРЫ ВНУТРС.­АШХ состоянии г и г ' существует слово u, I (и) =3[ (П­1) / 31 <ч 
такое, что _ u . u) ; Z ' . Но это равносильно регулярности матрицы К. Сле­
довательно, рассматриваемый KA <Х, Z. Д > из К, является регулярным пере­
становочным автоматом. 
Рассмотрим теперь свойства функции переходов д ( Z , x,xz. .. хя) КА из 
К, ПРИ П1 ?,Z=2. 
Предложение 6. Для левой подстановки s. отличной от тождественного 
преобразования можно построить слово u < х"длинной m такое, что a(z , и) ; 
* д и , з (и) ( . 
Докоэательство. Как известно, любая подстановка з представима в виде 
произведении циклов с , с , . . . с , . Очевидно, среди циклов ск . К: 1 , 2 , . . . , г 
существуют циклы длинной больше чем I, когда з ­ не тождественное пре 
образование. Условимся различать два случал: 
(1) Среди с t существует такой, у которого число i переходит в j . 
причем |i­j|»o|moo 2 ) ; 
(2) Такого шасла среди с , не существует. 
Пусть имеет место случай 1; тогда слова и и v. I (и) =1 (v), определяв ­
мые соотношениями ихщки^щ v i v , ! » , , l ( u f ) = i ­ l , l ( v ( ) = j ­ l . u,u 4v, v t e 101* 
связаны соотношением 5 (и)=v. Так как по определению д функции 
л (г, и, и : 0 при четном М и , ) , то й (г, V, i) е (з. 11. очевидно, а (2, v, 1)=з 
только а том случае, когда п­4. Значит. A ( Z . v ) c | 2 f 3 , * | . легко сообра­
зить, что б(2 .о ) в таком случае принимает значение а Пусть I (и,) не­
четно. В таком, случае Д(2, и) с 1 2 , 3 , 1 ) а Д(2, v) =0. Принимая во внимание, 
что з|и):у. мы заключаем ­ Д(г. ui i Д(г. з ( и ) ) . 
Предположим теперь, что имеет место случай 2. Тогда среди циклов с , 
встречается по крайней мере один длины не меньшей чем 2. Обозначим через 
х, минимальный по значению элемент цикла с , . Без ограничения общности 
можно предположить, что х, < лг < . . . < « , . Пусть первым циклом, длина кото­
рого превышает 1. является Cf. Легко понять, что в этом случае <x,=i и 
< „ , : i » t . Пусть С£ = Ц , . i , ) , * с , , , где g > 2 , t , s i , 
Г1 V 1 И j , : i . 1 . ОПреаеЛИМ СЛОВО U;U, IU; l u s , положив I (U,) = I ­ 1 , I (Uj) = 
: j ļ > - i - l , i(Uj):m-jj_, L,u ;u,c 101*. Так как подстановка ь переводит i, в 
Ч . » '«• Ji. • J(. т о s(u) ;u,oiu£iu;, где ujuļ t 101*. Докажем теперь 
простую л е т у . 
Лемма 1. вели <х, Z. д > « Kk, | z | * о и и. и>« х*. содержит ровно два 
вхождения символа " i " , то д (2, и):1 (первое вхождение " 1 ­ в и на нечетном 
месте, считая о т начала и) или Л (2, и) >, 5 (первое вхождение " 1" а и на 
четном месте). 
Доказательство. Пусть и=и,lujiuj, где и,и.и , t 101*. Тогда при четном 
значении i(u,) должно быть u i 2 . u ļ ) = 2 , а при нечетном i (u.i ­ Д ( 2 , и , ) = 3 . 
но тогда д(2 . u , i u , ) : 0 (при четном i ( u ( ) ) или д (2, и , 1 и г ) М (при нечетном 
1(Ц|)). Так как д ( 0 , iUj)=l и Д(», 1 и , ) » 5 , то лемма i показана. 
Бели теперь вое пользоваться словом и. достроенным по заданной подста­
новке s в случае 2, то при |Z| » б из леммы 1 непосредственно следует 
Д (2, и) i Д ( 2 , 9 ( u ) ) . При IZ|ri или 3 неравенство л (2, u) t Д (2. з (и)) может 
быть проверено самим читателем, если воспользоваться словом и, построен­
ньи по ш « е изложенному принципу. Тем самим предложение 6 можно считать 
доказаннъм. 
Замечание 1. можно, построить класс KA <х. Z. л > kgj структура матриц Ах 
у которых аналогична структуре А х автоматов К^ и доказать, что функции д „ 
115 , 
у них также асимметричны при соответсвуашас начальных состояниях­ Приво­
дим определение КА. образующих класс К ? 
Также как и для автоматов из K^ X : ю, 11, Z=IO, 1 , . . . n­11, 1»>4. При 
пгЗК»1 или ЗК«2 определяем 
'г. если r e s l z , 3) =2. 
Д 1 2 . 0 ) ; г*1, если res tz, 3) =0 и z < n­1, 
1, если r e s l z . 3) =1, 
если z=n­i и res (п ­ 1 , 3) =0, 
если z-o. 
1, если r e s l z , 3) ь l 1.21 и z*. п ­ 1 , 
Ш, 1) -1 z­Z, если r e s l z . 3) =о и z > о, 
если z=n­ l и res (n­1, 3) =2, 
г. если 2 ; n ­ i и res (n ­1 , 3) =1, 
а при п=ЗК определяем 
если zs0, 
если r e s l z . 3) =1, 
й (Z, О) = Z­. 1, если res iz, 3> =о и z > о, 
1, если r e s l z , 3) =2 и z < п­1 , 
если z=n­1. 
& l z , l | : ļ z > l , если r e s l z , 3) с 10. II , 
I z­Z, если гез (z, 3) =2. 
нетрудно показать, что класс K s является классом регулярных перестано­
вочных автоматов. Выбирая начальным состоянием z 0 состояние 0 при п=ЗК»1 
или п=зк»г, или же достояние 3 при п=зк можно показать, что функции 
переходов этих автоматов являются полностью асимметричными. 
Замечание 2. функции д „ , связанные с КА иэ класса к,, (соответственно 
K s ) , обладают одним недостатком: явное алгебраическое их описание для 
больших значений m наталкивается на значительные трудности. Однако можно 
определить такой класс Kg кл. Функции Д г е которого эргодичны. полностью 
асимметричны и допускают явное алгебраическое описание. КА этого класса 
могут быть построены для любого простого числа р» з по следующим правилам: 
КА <Х, Z. д > принадлежит к 6 тогда, когда Z=I0. 1.2 Р ­ Н . 
10, l ' . p ­ i l c X c Z , I х| Я Р ­ 1 ) / 2 * 1 и ди, x ) = g ( x ) z . ņ ( x ) , где g(x) = х * " ' « i , 
П(х) =х''' tx и все алгебраические операции являются операциями поля <ЗГ(р). 
легко убеди­П'.яв том, что д (z, х , х ; . . . х^):z П g{xj • ZĻn(х^|Пд(xi.1 «niXoJ. 
Так как КА класса KG не являются регулярными перестаноночнычи автома­
тами в смысле определения I, т о доказательство эргодичности Am требует 
новых математических средств, что выходит за рамки данной статьи, строго­
му обоснованию эргодичности и полной асимметричности ФУНКЦИЙ Л„. автома­
тов класса K t будет посвящена отдельная работа. 
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О СКОКЛЛИ СХ'ЩИНДЛИ IKJUJ 1ЕОиЬЛ'1ЪЛ ЬНЛ.ТЕИ 
СЛУЧЛИШХ ПЕРЕМЕННЫХ НА КОНЕЧНЫХ КОЛЬЦАХ 
А Лапиньш 
Аннотация. Б данной статье находится точное выражение для некоторых 
параметров элементов подмножества минимального коммутативного кольца с 
единицей конечного порядка и на этой основе оценивается скорость сходимос­
ти последовательности случайных переменных на томже кольце. УДК 519. 2 И . 
Различными авторами изучалось предельное распределение значений симме­
трических функций от случайных переменных, определенных на конечных алгеб­
раических структурах Ц1), 12), 13) ) . Нетрадиционными методами к изучении 
етого вопроса подошел Лоренц И 1 и, ген самым,получил в этой области более 
общие результаты Целью ггой статьи является уточнение оценки скорости 
сходимости распределения значений симметрических многочленов от случайных 
переменных на кольце с единицей конечного порядка. 
Обозначим через к(т) минимальное коммутативное кольцо с единицей конеч­
ного порядка m. Rim) =10, 1,2 т ­ 1 1 , с операциями сложения и умножения 
по люб т. а через X ­ случайные элементы в к ( т ) . Для достижения наших 
целей достаточно ограничится вероятностным пространством с конечным 
множеством элементарных событий. Поэтому под X мы будем понимать функции, 
определенные на конечном множестве элементарных событий Е вероятностного 
пространства О. ;|Е, Р| со значениями из заданного конечного множества v 
элементов кольца R (т) . Это позволяет задавать распределение значений 
случайного элемента X посредством равенств шла 
Р|Х:а| : ЖГ. Pier, где а v. 
«1««Е.Х 1е).«.] 
предположим, что на вероятностном пространстве Cl = IЕ, Р | определена 
последовательность случайных элементов Х с . X , , . . . , Х к . . . . со значениями из 
v = l a , . а , , . . . а , . , I, г * 2, образующая марковскую цепь /• ­ г о порядка над 
множеством состояний v. Будем говорить, что указанная марковская цепь 
XI t) принадлежит семейству марковских цепей См ,у' , если ŗt-i и для любой 
последовательности a j , , a t 4 . . . . . а у из V имеет мс т о неравенство 
PIXj=a„| X j . , * a 4 . , x„ = a l 0 i » » Для удобства предполагается также, ч­rcj 
для лгЛого а с V P|X 0 ra)*.» . 
Обозначим через 6". (х 0 , х, Xi_, ) элементарный симметрический иного­
член >Г_ Ш . . 1 ц «ал в («в. » через Z t { ­ случайный элемент, оодуча­
емый из 6". (X,. х 4 . . . . , « ( . , ) посредством подстановки случайных зленентов X , . 
Х ^ , . . . . X ļ . , имеет х , , i ( . . . . , Xļ., соответственно, одновременно предположив, 
что X , X , . . . . X является первыми t членами марковской цепи XI т. I из 
семейства C^,v. При Фиксированном значении к любой Z ^ . t = l , £ , . . . является 
случайным элементом, значения которого принадлежат вполне определенному 
конечному множеству i, элементов R (по. 
Фиксируен множестве V : | а , , а , а , . , I кольца R(m) и обозначим через 
F«A; минимальное натуральное число n, n » 1. такое, что 
C ^ l a j . c i l a j ! . . *c^(a ' i »0 (moa m), где запись Сн (а) означает сумму 
а >а­ . . . »а в кольце R (п) из С J, слагаемых, а е R (ml. 
тожество Vrja , , а , , . . . . л,., 1 кольца R(m) условимся называть к­нормаль­
ным, если существует натуральное число п такое, что для любого кортежа 
натуральных чисел ( n . , n t , . . . п,_, ) можно указать кортеж натуральных чисел 
(п„,п, л г н ) ооладшиий следуздини свойствами: 
(11 для любого I. i : 4 1 , , , . , R ­ l гц • |\ (moo F.o;) , 
(2) '£ П: =П. 
l . O • 
Для удобства в дальнейшем предположим, что элементы К­нормального 
множества v = l a , , a , , . . . , а, . , ! помечены индексами о, 1 г ­ 1 таким образом, 
чтобы имело место соотношение FRO* * ?«А,4­ • • *РГА,_, 
Теорема 1 [11. Если случайные элементы Z , ! , 1 : 1 , 2 , . . . определены на 
основании марковской цепи x ( t l из семейства Сц,ч и множество V является 
К­нормальный, то для любого а е V, I im PIZ tt-а\ существует и не зависит 
о т выбора марковской цепи Х( ч из семейства С j^ .v : скорость сходимости 
к пределу p t (а) при этом оценивается неравенством 
ļ p i z r f r a i - p t ( e i ļ « ļrU** * ) . где P.= nftai. а х­ на­
туральное число определяемое равенством » ­ p i o d (feo» ­ II • fica, fca,.,) и 
fx) означает целую часть действительного числа х 
для любого feoi имеет место следующая грубая оценка ļuxĻ* т В каж­
дом конкретном случае можно найти числа ? l o i по определенному алгорифму. 
Целые этой статьи является написание точной формулы для нахождения чисел 
У,о. в общем случае. 
Через НОД(», у) будем обозначать наибольший общий делитель чисел х н у . 
Исходя из свойств ВОД и определения чисел ļ „ , i=0, i m-l можно дока­
зать следующую лемму. 
Лемма 1. Если ИОД О, ,mļ =UQfl(i, , m ) . то для всех натуральных чисел к. 
СХозгачим через ( n ) t произведение n ( n ­ » . . . ( n ­ l « i ) , n » t . Иэ теории чисел 
(31 известно, что число п; в каноническсм разложении содержит з (р, m ) = 
' tyl 'I^r]•• • • простых множителей р. Еыписав все кратные р множители чи­
сел IP*)pf и ( с р * ) ^ :*жво убешгпеяв справедливости следухщих утвержде­
ний. 
2. Если * » р • р ­ простое число, то а (P. IP")^ ) =э(р. р') » л -* . 
л е т и э. Всем • » » . р ­ вросгое число • иод (с .p)=i , т о 
atP. « с р * у > : » » p , p b » * ­ f . 
Используя равенство С* = — cj~_] и леммы 1, 2. 3 можно показать следующие 
предложения. 
Предложеиие t . предположим, ч т о т=ср"\ р­ простое число, ИОД (с, р) = 1. 
* « N. * >1. К е Н К > 1 и HOfld. P1 =1. к Rim). В таком случае 
C*,(iJ • c ' d M s . . . a c j t i ' l e о М М Л тогпа и только тогда, когда п 
кратно р ­ * * 1 , г в * felloe, к). 
Предложение 2. Предположим, ч т о веер**, р­ простое число. ВОД (с, р) = 1, 
HOfld, та zpt, К I « f s ­ ; к с к, к » 1. В такой случае 
c j d ) г C*| l l ) s . . . ' г C*tk*>* О |шм р*) тогда и только тогда, когда п 
кратер р Ч . 
Предположим, ч т о m в i таковы, чяо вер, p*J*... pj* ; ВОД 11, m) bbJ p j * . . . p* 4 . 
где p 4 . 3=1.2.. . . , t разные простые числа, которые пронумерованы таким 
образом, что h = fi= •• -$t,=0 » P*,rf>0,.... fcXJ, U . 2 t|. 
при т а к т , обозначениях,пользуясь леммой i и ореддожевнями 1 и 2,можно 
•оказать елгсухшую теорему. 
теорема 2. Если для каждого з. 3=1.2....". 1. *о I и 0 4 ; и 
по,то ^.^v^­ £*к г***: 
где п, определяется условиями n j z i l o a ^ k j . з = 1 . г . . . . , Ц . 
теорема 2 впляплтт вычислить точные з н п т — f ū l 
Эначит для каждого «мьхироеаивого н п т и п 
>-« 
с Rim) можно вмчвклвхь в е а м в я г %, ­ П f ( a ­ в число я • таким образом 
уточнить овгмнг скорости сходимости в теореме 1 в общем случае. 
•я» I«=«>Nf • • Р*. ™* Г,­«i * 
{ l loe^K). если ВОД(1.р4)=1, . ­ f c . если ВОа<..Р*ч)=Р*>* • 
Эш формулы при произвольном (не простом) т . к сожаление,ж ааюг 
•осев жалисать более компактную общую точную Формулу ала (..*•> 
чяо ввв любого a L имеет место оценка y t Q i < f M , которая аюстягветс» при 
. с « « * , « Ц 
П и , , * ­ ! Это значит, что имеет место следующая оиежаа $.<и . . 
гае с равно количеству ненулевых элементов множества ч. Опгпм также, 
что эта оценка достигается, если для каждого a t t V виггт место води . в ) ц 
= 1. Имея ввиду выше изложенные рассуждения можем nu «вн. также величину » 
А именно: r­i 
» ­ ?.<u ( * ļ l - 0 * У-». ?«*,.,) S f (ч .i> , . о 
Мм*>ЭИ где *••» 
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A­Lapins. Cn tne Speed of Sequence s convergence of Random 
variables on the Finite Fie lds 
Summary. Precizē expressions of parametres m a t characterize the 
elements of a minimal commutative ring suDgroup are found in the 
art ic le . On the basis of these expressions the speed of convergence 
of tne sequence of random variables of the ring is estimated. 
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Matemātika , I . 
ON HETEROGENEOUS QUANTIFIER ALGEBRAS 
J. C ī r u l i s 
A b s t r a c t . . A h e t e r o g e n e o u s q u a n t i f i e r a l g e b r a i s , e s s e n ­
t ia l ly , a h e t e r o g e n e o u s cylindric a l g e b r a in the s e n s e o f 
ZlatoĀ I4J w i t h o u t diagonal e l e m e n t s . The inher i ted axiom 
s y s t e m f o r t h e s e a l g e b r a s t u r n s out t o be redundant. M o r e ­
o v e r , one of h i s axioms s u g g e s t s a d e f i n i t i o n of q u a n t i f i e r s 
in t e r m s of o t h e r primit ive o p e r a t i o n s . We Lake up t h i s Idea 
and p r e s e n t h e r e a simple axiom s y s t e m f o r such "quanti f ier** 
­ f r e e " h e t e r o g e n e o u s q u a n t i f i e r a l g e b r a s . 
t. I n t r o d u c t i o n . A h e t e r o g e n e o u s cyl indric a l g e b r a <l,.... 
a.) in t h e s e n s e of 141 i s , roughly s p e a k i n g , a family o f 
cylindric a l g e b r a s o f increas ing f i n i t e dimension, i n t e r ­
linked by c e r t a i n mappings. I t i s of some i n t e r e s t t o i n v e s ­
t i g a t e only t h e c o r r e l a t i o n o f cylindrif i c a t i o n s with t t i e s * 
mappings. Hence, we s h a l l i g n o r e diagonal e l e m e n t s o f h.c.a. 
D i a g o n a l ­ f r e e cylindric a l g e b r a s are t h e s i m p l e s t v e r s i o n o f 
q u a n t i f i e r a l g e b r a s . S t i l l i t i s convenient t o cons ider a l s o 
c o m p o s i t e s of s ingular cyl indrif i c a t i o n s , and we shal l i n t r o ­
duce them expl ic i te ly in o u r a l g e b r a s a s primit ive o p e r a ­
t i o n s . These a r e known t o be q u a n t i f i e r s a s veil For m o r e 
i n f o r m a t i o n a b o u t q u a n t i f i e r s i n general t h e r e a d e r i s r e f e r ­
r e d t o 123, 13]. 
We recal l t h r e e simple f a c t s concerning r e t r a c t i o n s and 
c r o s s ­ s e c t i o n s Ccf (1), s e c t . Il.3.8>. L e t A, A9 be t w o n o n ­
void s e t s 
<1.1> If f u n c t i o n s / : A — ЬА' , g: A'r~>A a r e connected by 
t h e condition 
<a> & m ļdA , . A 
then / i * l n j e c t l v e , and в * s s u r j e c t i v e . Moreover , t h e n the 
o p e r a t i o n fx on A' defined by 
Cb> h ­ Ze­
i s idempotent and has t h e p r o p e r t i e s 
Cc> ran / • ran fx, i.e. / л в , 
Cdi ker g ш кег Л, i.e. g a • «ŗo ««* fxa ш fxb f o r ail а, 
6 from Л ' . 
Cl­2> If an idempotent o p e r a t i o n fx on A' i s connected 
w i t h an l n j e c t l v e f u n c t i o n / : A — * A' by C l . L c i , then t h e r e 
i s a unique function g-- A' —M s a t i s f y i n g Cl.l b ) . and t h e n 
a l s o Cl.l.a> and Cl.l.d) hold. 
C1.3> If an idempotent o p e r a t i o n h on A' i s connected 
w i t h a s u r j e c t i v e f u n c t i o n в A — *A by Cl.l.d>, t h e n t h e r e i s 
a unique funct ion / : A4—PA' s a t i s f y i n g ( l i b ) , and then also 
fl l .il and ( H e ) hold. 
2. H e t e r o g e n e o u s q u a n t i f i e r a l g e b r a s . We a s s u m e t h r o u g h ­
o u t t h e pader t h a t , a s in 14], о i s a f i x e d i n f i n i t e s e t and 
t h a t Pina i s t h e s e t o f ail f i n i t e s u b s e t s o f a- L e t t e r s p, 
Q, r , s s t a n d f o r a r b i t r a r y e l e m e n t s of Fina. By a h&toroge-
nec­us qxiarxtifxer algebra Ch.q a ) о / d i m e n s i o n a we mean a 
s y s t e m CA , cp, / я р , * р ч > , where 
p r • ' , ' г с p с t) 
i2.it CA . / ч р ) i s a d i r e c t family o f Boolean . . ! ­P P с <? g e b r a s , i.e. 
Ca> each i s a Boolean a l g e b r a w i t h t h e c a r r i e r A^, 
Cb> each . / Ч Р i s a homomorphism f r o m A t o A , 
с о ,pp ­ id^ , ­ / > \ • 
P 
<2.2> f o r amy p, ( A ^ , < £ > r ^ p i s a q u a n t i f i e r a l g e b r a 
of dimension p, i .e . 
Ca> each cr i s a q u a n t i f i e r С i • p>, 
СЬ> c * c p ­ c?cp ii.j m p>, 
Co> If r • <if,...,ik> с p. t h e n 
с " ­ c ? . . . c " 
Cwe assume that c p . . .c . " i d . when A« • 0> : 
V ' * ' p 
С2.Э) each g*** i s a f u n c t i o n from A to A such t h a t 
c.u> « г 0 " / * " ; t*A . " " 
Cb> / " V * = c 4 j 
<7.4> q u a n t i f i e r s i n t e r p l a y with homomorphisms / a s 
fol lows: 
Ca> ^/"f - f^P, i f , « p, 
<Ь> е\1ЯР ­ / * \ ' i f l С o ­ p . 
I t i s eas i ly s e e n t h a t subsumed 1п < 2 . l ) — ( 2 4 ) a r e p r e ­
c ise ly t h o s e axioms o f h e . a f r o m 14) which do not concern 
t h e diagonal elements . In p a r t i c u l a r . ( 2 1 Ь Ж 2 4 л) c o r r e s ­
pond t o condition <3>, and ( 2 3 b ) « 2 2 t ) ­ t o t h e condition 
C6> in (41. We shall ­show in n e x t s e c t i o n t h a t t h e axiom 
C2.2) can be simplif ied, while (2.4 > may be o m i t t e d a t all. 
a S i m p H f y i n E t h e d e f i n i t i o n . In t h i s s e c t i o n , let V ^ 
­ CA , / Я Р ~ > be a d i r e c t family of Boolean a l g e b r a s , a s ir 
P P с о ' —* . 
( 2 1 ) , and l e t 
C<r°: A — M > , Cg*** А — M > 
r p p r e p q p p CO 
be two fami l ies of o p e r a t i o n s s a t i s f y i n g C2.3>. In view of 
(2.3.a>, we immediately conclude t h a t 
с э . о f o r . . i : ­
Ca> i s a monomorphism, 
СЬ> g*** I s s u r j e c t i v e . 
Now cons ider one m o r e condition: 
<3.2> For e v e r y p and all r , * с p, a , 6 m A ^, 
Ca> a S c p a , er°a < е Л о л Л » , r r r Cb> c " ^ ­ e £ , . r s rus 
Obviously ( 2 . 2 ) Implies СЭ 2>. On t h e o t h e r hand, by ( 2 3 ) 
and (1.1> c P i s idempotent ; t o g e t h e r with (3 ,2 .a) t h i s means 
t h a t c P i s a closure o p e r a t o r on A p . By Cl.l.c) and ( 2 1 Ы 
t h e range o f c p Is a s u b a l g e b r a o f A . Accordingly t o t h e o r e m 
Э from (21. such a c l o s u r e o p e r a t o r i s a q u a n t i f i e r , s o <2.2. 
a> holds. By (2 3 b ) . C2,l.c> and <2.Я a> c P • i d . ; t o g e t h e r 
* AP 
with (3 .2 .b) t h i s gives u s (2 .2 .C) . ( 2 2 b ) i s merely M 
sequence o f C3.2.b>. T h e r e f o r e , we have proved : 
<3 .3 ) The condit ions ( 2 2 ) and (3 2 ) a r e equiva lent . 
M o r e o v e r , by C2.3.b> a n d <3.1> c o n d i t i o n (3 2 a ) i s e q u i ­
valent t o t h e following one: ^ 
C3.4> For all г <z p с q and а, Ь e A , 
a < / 4 V X ? a , < ^ С о Л ) . * 
The l a t e r condition in <3.4> m e a n s t h a t gfxt i s I s o ­
tonic . To p r o c e e d , w n e e d t h e following; lemma. 
( 3 . 5 ) For all : с p с q. 
врр ­ *ч. . . "У"» ­ *r<7­
Here t h e f i r s t i d e n t i t y f o l l o w s f r o m (2.3 a ) and C2.1 ­
c>, while t h e o t h e r i s o b t a i n e d using C3.4) , <2.1.c>, ( 2 З а ) . 
(3 .4 ) . C2.1.C) and (2 З а ) : 
­ « r ­ V » « * r " * w / < * ' i i c r ' » a = вгрвр*/е>р/ргегча -
- e'pfpreT<>a - g"»a. 
Now we c a n prove: 
( 3 . 6 ) I f e i t h e r ( 2 2 ) o r (3 2 ) i s ful f i l led in II. t h e n 
s o i s (2 .4) . 
Indeed, i f i e p, t h e n by C2.3.b), <3.2.Ь>, <2.3.b), <2. 
Led, <3.S>, С2.3.Ь) 
q qp pq о с ? О qCp-i} Cp-iZq е . / в ­ c i c o ­ p q-<p~i> 
" /t,P/pCp~iļgC('~i*'t m f',PfpCp~iie~ P~i3pgP4 m f4PcPgP4. 
and t h e n ( 3 1 b ) g i v e s us ( 2 . 4 a ) . I f i e <э-р, t h e n by ( 2 3 
b>, ( 2 . 1 c ) , C2.3.a), (2.1.c> 
c <j^op ļ ^qCq-ii^q-i^q^qp л ^qCq-i)^Cq-iiqfqiq-i>fCq-iip щ 
fqCq-i3fCq-i3p m fqp. 
i.e. (2 .4 b ) a l s o holds. 
4. R e d u c t i o n o f t h e s e t o f o p e r a t i o n s o f b.q..t. By 
( 1 2 ) , i f we r e p l a c e t h e axiom ( 2 3 a ) by t h e following o n e : 
C4.1> e a c h / Ч Р f u l f i l l s t h e c o n d i t i o n s 
<a> f4P i s l n j o c t l v e , 
Cb) r a n fqp ­ r a n < ^ _ p . 
then C2.3J>> becomes a n impl ic i t d e f i n i t i o n o f е***. In a s i m i ­
lar w a y . the p r o p o s i t i o n (1 .3 ) can b e used t o make (2.3 b ) a 
def in i t ion o f / ч н <provided we add also a p p r o p r i a t e axioms f o r 
S r f i n s t e a d of <2.1J>> and С2.1.С» On t h e o t h e r hand, t h e 
a xlom C2.3.b> alone shows t h a t q u a n t i f i e r s in h.q.a are com­
p l e t e l y determined by o p e r a t i o n s / , g***. I t i s then n a t u r a l ­
ly t o ask whether t h e s e l a t e r admit an equational c h a r a c t e r i ­
s a t i o n independent of q u a n t i f i e r s : t h e c o r r e s p o n d i n g equat ions 
supplemented with ( 2 . 3 b ) would provide a n o t h e r equational 
d e s c r i p t i o n of t h e c l a s s of al l h.q^.­B. The p r o p o s i t i o n 
(4 3) below g i v e s a p o s i t i v e answer t o ttfls quest ion . 
Let 11 Ы­ a s above. Consider t h e following condition: 
(4.2У For all i, s с p с о and a, b с A , 
Ca> a < / д а Л . 6 ™ " Se^ia^b), ' 
О » /^^З^гСвЗа я вгР,Р*. 
Note t h a t <4.2.a> » C3.4>. We have: 
<4.3> The condit ions <3.2> and C4.2> a r e equivalent . 
As we already know. C4 2.a> i s equivalent t o C3.2.a> 
F u r t h e r m o r e . <3.2Jb> i s obta ined by <2.3.Ь>. <4.2.Ь>, C2.1.c>. 
<3.S>, ( 2 3 b ) : 
CPCP „ ^рСр-гЗ^р-гЗр^рСр-аЗ^Ср-аЗр m 
рСр-гЗ Ср-гЗССр-гЗгСр-аЗЗ CCр-гЗпСр-аЗЗСр-аЗ Ср-аЗр t t в* . © 
jpCC р-гЗпС р-аЗЗ^С р-гЗпС р-аЗЗр 
рССр-СгиаЗЗ ССр-СгиаЗЗр _ ^р 
ш I S " r U s ' 
while (4.2.Ь> i s obta ined by <2.1.c>, С3.5», С2.Э.Ь>, (3.2. 
Ь ) , <2 3Jb>: pr frCma3 СгСаЗа ар pCrraJ СгпаЗр ж _p • i * в f в - c p - r r l s 
сСр-гЗиСр-аЗ p ­ q p ­ s ' " ' e 
Then 
^гСтГаЗ^СггаЗа ^ grpfprfrCrr<e3^C ПУаЗа gsp fpa = 
- e r p / p r e r P / p S B S P / p S - *ГР/Р*. 
by multiple u s e of C2.3.a>. 
T h e r e f o r e , t h e c l a s s of all h.q.a.­s can be equatl ' inal ­
ly defined in t e r m s of o p e r a t i o n s / ч р and lfQ only. 
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АННОТАЦИЯ Многосортная «ВАНГОРНАЯ алгебра ­ это ло­су­
щесгту многосортна* цилиндрическая алгебра а смысл» Златояа 
Г -А3 без диагональ!1 J« элементов. Соответствуваая система акси~ 
ом для нее оказывается избыточной. Более того, олна иэ его 
ЛгГион подсказывает определение каантороя в терминах других 
примитивных операций. Пользуясь этой идеей, мы прелагаем сис­
тем/ аксиом для таких "бескванторных" многосортных кванторных 
алгебр. 
A n o t ā c i j a i Heterogēna k v a n t o r a l g e b r a but i bā i r h e t e r o ­
gēna cil indriska a l g e b r a Z i a t o t a n o z ī m ē C41 b e z diagonāle le ­
mentiem. Pārmantotā aksiomu s i s t ē m a t a i i z r ā d ā s redtnvdanta. 
Vel vairāk, viena no vina aksiomām n o r ā d a , ka* k van t o r u s v a r 
d e f i n ē t a r pāra Jo p r i m i t ī v o o p e r ā c i j u p a l ī d z ī b u . I z m a n t o j o t 
4o ide ju , mēs proponējam aksiomu s i s t ē m u tādai " b e z k v a n t o r u " 
h e t e r o g ē n a i k v a n t o r a l g e b r a i . 
L a t v i j a s U n i v c r o l t a t e s JSlJVitnlokic nakat i , 5 5 2 . ( 1990) 
U n t c n u t i k a , I . 
ON THE CONTINUOUS DEPENDENT OF SOLUTIONS OP SEMILINEAR 
ELLIPTIC EQUATIONS UPOH fAHAMETERS 
Summary. The paper d i s c u s s cont inuous dependence o f s o l u -
t i o n a o f the boundary va lue probleme f o r the e q u a t i o n 
upon parameter C5e=L / . 
. AUS 1980 S u b j e c t C l a s B l f i c a t i o n : 
Primary: 35B30 j Secondary« 49A22, 49B22 
Key w o r d s : s e n i l i n e a r e l l i p t i c e q u a t i o n , dependence o f 
s o l u t i o n s on parameters . 
I n t r o d u c t i o n . 
In v a r i o u e areas t h e r e i s a g r e a t I n t e r e s t i n i n f o r m a t i o n 
whether s o l u t i o n s o f boundary value problems c o n t i n u o u s l y d e ­
pend upon c o e f f i c i e n t s o f e q u a t i o n s . O b v i o u s l y the hear t o f the 
problem i s i n the c o n d i t i o n s which we suppose to be f u l f i l l e d . 
In t h i s paper we s h a l l d i s c u s s the q u e s t i o n from the p o i n t o f 
view o f opt imal c o n t r o l prob leme . 
These problems u s u a l l y can be d e s c r i b e d as f o l l o w s . Let ļfi 
be a t o p o l o g i c a l s p a c e , 3C be a r e f l e x i v e Banach apace and 
Р:У>*Х — Х* , J: У>* X—*R be a s t a t e e p e r a ­
t o r and a c o s t f u n c t i o n a l r e s p e c t i v e l y . The p r o b l e a la t o m i n i ­
mize 3((э,Х) over a l l p a i r s (&, X ) G. У** X such 
that F(<3",X)=0 . I f the p a i r (&0 , X0) I s the s o l u ­
t i o n o f t h i s problem then the e x i s t e n c e and c o n t i n u i t y a t ' 6u 
o f the i m p l i c i t f u n c t i o n X = X(d) d e f i n e d by the e q u a t i o n 
F(&,X) = 0 
e r e needed , f o r i n s t a n c e i n the c s e e when i t i s n e c e e s e r y to d e ­
r i v e c o n d i t i o n s f o r o p t i m a l l t y . 
Usual t reatments o f opt imal c o n t r o l problēma are based on 
the wel l ­known i m p l i c i t f u n c t i o n theorem f l ] and demand the e x ­
i s t e n c e and c o n t i n u i t y o f t h e P r e c h e t d e r i v a t i v e F^ (&, X) 
i n aone neighbourhood o f t h e p a i r (0O , XQ) and i n v e r t i b i l i t y 
o f the o p e r a t o r f w ((эд,Хд):Э£—*• Xя . But in the im­
p o r t a n t c a s e where the main part o f an e l l i p t i c e q u a t i o n depends 
upon c o n t r o l (o and ļjr i s n o t c o n v e x , the d e r i v a t i v e 
Fļļ (6, X) i s n o t c o n t i n u o u s w i t h r e s p e c t t o (<Э, X) because 
the space can n o t be t r e a t e d w i t h t o p o l o g y of i—^o 
In t n i s paper we s h a l l l o o k f o r s l i g h t l y m o d i f i e d c o n d i t i o n s 
which a l l o w t o o b t a i n c o n t i n u i t y o f X ) i n the c a s e o f e e -
m i l l n e a r e l l i p t i c e q u a t i o n 
-Л -j? [aLj(x,6)uxj+aig(x,6,u)]+ao(x,e,u,u,) = 0. 
L,j=l aKi 
The main assumpt ions can be g i v e n i n the f o l l o w i n g ^ form: _^ 
( i ) t h e e x i s t e n c e o f t h e i n v e r s e o p e r a t o r CF^ (б0 , Xg)] ; 
( i i ) uni f o rm c o n t i n u i t y o f Fш ((3, ' ) w i t h r e s p e c t t o 
X € JE f o r e v e r y f i x e d S " e ļ f 
1. The statement o f the problem and r e s u l t s . 
Let £2 be a bonded domain i n the B u o l i d e a n spaoe R" , 
П & 2 , with u n i f o r m l y L i p a c h l t z boundary Г , 
a£j**aij(Ķ,0, ai0 = ai0(x,j,t), a0 = a0(x,ķ ,t ,y) 
X e Q , UR, t/eiR"; itfm4 m; 
aa=ae(Xlff',t), Х««Г, f e t f . T e f i , 
i t 
be Caratheodory f u n c t i o n s , Z)c R. , D С IR be bonded 
s e t s and Г0 b e a c l o s e d s u b s e t o f Г 
Ey means of D and D' we d e f l n the " c o n t r o l 
( 1 ) 
Here and what f o l l o w s we denote by the space o f v e c t o r 
- v a l u e d i n t e g r a b l e f u n c t i o n s d e f i n e d on E with v a l u e s In R 
with usual norm o f Descar tes product o f Lebesque spaces L Ļ (£). 
Let us d e n o t e by VJ0 the a p a c e 
W0 = (uEWĻ(Q): U Ļ E = 0 } 
(which i s a r e f l e x i v e Banach s p a c e ) and f o r e v e r y о в IF 
c o n s i d e r v a r i a t i o n e q u a l i t y 
« A ( E ) U , V » = Ļ L Ļ J A ^ . ^ u ^ - R A ^ ^ . u J ļ v - u 
w i t h r e s p e c t t o R U€.W0 . Sometimes we s h a l l w r i t e A(&,U) 
Instead o f A(&)U and denote by A'U (<O.U) the d e r i v a t i v e o f 
A(G")U w i th r e s p e c t t o ĻIFŠ W0 , » * e P » i r (&T U ) 
O b v i o u s l y the v a r i a t i o n e q u a l i t y ( 1 ) i s e q u i v a l e n t t o none 
o p e r a t o r e q u a t i o n 
F U ) = 0 
where F:!f-W0—(U0)* 
• E assume that the f o l l o w i n g h y p o t h e s e s on f u n c t i o n s c7 (y , 
a t 0 , ao , Ж are v a l i d . 
HI. There e x i s t p o s i t i v e c o n s t a n t s 0< " > - < / < euoh that 
f o r every 
H2. The f u n c t i o n s О\0 , A 0 , X have f i r s t d e r i v a t i v e s 
with r e s p e c t t o T', у , T and these d e r i v a t i v e s are 
Carathaodory f u n c t i o n s . 
H3. Рог some Г > П there e x i s t p o s i t i v e f u n c t i o n s 
H , * = L R ( & ) , H 2 E L R . , ( R ) , c o n s t a n t P > 0 
and a bonded cont inuous f u n c t i o n *f with J(0) = 0 such 
that f o r a l l argumenta under c o n s i d e r a t i o n : > 
f,0,ol*i/h,(x)/z, /xex'.f'.Oj/sh^x1), 






Let hypotheeee^Hl­НЭ be f u l f i l l e d , <20G. 1/ be f i x e d 
U0 be the s o l u t i o n o f ( 1 ) with E> = <Э„ . Suppose t h a t the l i n e a r i s e d v a r i a i a l e q u a l i t y 
l i rrc/r=o W e Wa fn.<v<" = u v v = v * 0 ( 2 ) г 
i s u n i q u e l y s o l v a b l e with r e s p e c t t o Ue Wa tor every 
Then t h e r e e x i s t s a neighbourhood CO0c\P o f Ca 
such t h a t f o r every G" e « У в t h e ' v a r i a t i o n a l e q u a l i t y ( 1 ) 
has a s o l u t i o n U»U(&) and U (<э ) — U(<э0) = £Jg in U/ 0 
as 6" — 6 * e in У . 
2. P r o o f s . 
L e t X be a r e f l e x i v e Banach в р а с е Д ь е I t s dual s p a c e , 
<• , • > r e p r e s e n t s the p a i r i n g between X and X and 
F: У « .Я: — X la such an o p e r a t o r that f o r some 
p a i r (G"o , Xg if* X and some neighbourhood cOc<Z X 
o f the X0 
1 ° . P i e c o n t i n u o u s on У** C00 . . 
2°. O p e r a t o r has the Preohat d e r i v a t i v e Рд((э,Х) 
with r e s p e c t t o X f o r (0>,X ) € if *CO0 and t h e r e 
e x i s t s a cont inuous f u n c t i o n ^ with ^ (Q) =z 0 
such t h a t 
IF't(cr,K)-Fļ(er.O)l^ft (IIX-XJ) 
tor fCr .XJe . 
3 ° . F (<30 , X 0 ) = 0 and t h e r e e x i a t s a bounded l n v e r -
е е o p e r a t o r [fļ fa ,X0)J ~': X*-~ X . 
4 ° . Opera to r F has a r e p r e s e n t a t i o n 
F(<?,X)= L(f)X* 
where 1_(<э): X —*• X in a l i n e a r bounded o p e r a t o r 
f o r e v e r y ("Te i/* • 
5 ° . There e x i s t s a p o s i t i v e c o n s t a n t л) such that 
<L(G)X.X> > V / X / ž 
f o r e v e r y X^X and Q & У 
6 ° . I f the sequences {^К}<=У and {XK}cX 
converge s t r o n g l y to G"0 and X0 r e s p e c t i v e l y then t h e r e Is 
f o r a r b i t r a r y weakly c o n v e r g e n t s e q u e n c e \Ук J c ^ • У к—^^o' 
7 ° . T h e r e i s 
• <м'х(&,Х)Ук;'ук>^ о 
u n i f o r m l y w i t h r e s p e c t t o (б", X ) G if • L0o f o r e v e r y weak­
l y c o n v e r g e n t to s e r o s e q u e n c e {Ум } c 38 • 
Lemma 1. Let assumptions 1 ° ­ 7 ° b e f u l f i l l e d . Then t h e r e 
e x i s t s a ne ighbourhood СО^ С if o f Ģ>0 s u c h that the e q u a ­
t i o n 
F(c/,X)=b (3) 
f o r every О € CO^ has at l e a s t one s o l u t i o n 
and X (&)— X(<5^)=X0 s t r o n g l y i n X ав &—&0 
s t r o n g l y IN of . 
Proo f . To b e g i n w i t h , we s h a l l p r o v e that t h e r e e x i s t s a 
neighbourhood C 0 2 , (^o>X0)e C^f*X «да a 
p o s i t i v e o o n s t a n t Of > 0 s u c h t h a t l n v e r a e o p e r a t o r 
С Fx (<?, X)J~': X*—X e x i ­ t s f o r (&, X)<= cJ2 
We a r g u e by c o n t r a d i c t i o n . I f 9 f and cOļ_ w i t h 
nent ioned above p r o p e r t i e s do n o t e x i s t s then t h e r e e x i s t s s e q u e c -
е е , { S ' / J c / . \XK}cX , {yK)CX . {fxh** 
such that 
Because X i s a r e f l e x i v e s p a c e we c a n assume that Ук—-У0 • * • * c a s e s are p o s s i b l e г У0 = О and У0 Ф О . 
Let ue c o n s i d e r ' b e f i r s t o n e , i . e . У K —•' 0 • Then by v i r ­
tue o f 4 ° , 5 ° and 7° 
T h e r e f o r e У0 О 
It У0ФО then be v i r t u e of 6 ° 
< — - о 
= <1='л<<ЗоЛ.)У*-, У*> 
f o r every 
Since У*£ SO i s a r b i t r a r y , Fx (б"о,Х0)Уо=0 
what c o n t r a d i c t s t o 3° and ^ t7 . Hence , constant \)j 
and neighbourhood cO^ w i t h r e q u i r e d p r o p e r t i e s e x i s t s . 
In what f o l l o w s we can take X0 — 0 f o r the eake o f 
s i m p l i c i t y . 
= £ст <L«5-K)yK,yK> Щ 
itin* o , i y j 2 + 0 % % " . 
Now the e q u a t i o n ( 3 ) f o r (&, X ) C02 i s e q u i ­
v a l e n t t o the e q u a t i o n 
X = Q ( G , X ) , (4) 
(5) q ( 6 ' i X ) = - [ Г ' х faŌ)Ttm,X)-FK'(&,0)X* 
+ F ( & , 0 ) - F ( Č . O ) - F ( & o , 0 ) 3 . 
I t f o l l o w s f r o n a s s u m p t i o n s 1 ° and 2° t h a t f o r ((э, X)&CJ^ 
№ Ш. № Л WJL^it.m- FU&,o)]xdhl^-/. * 
( 6 ) 
#4 I F ( & , 0 ) - F ( # e , 
* j . С/, (1ХК)Ш+№(&, 0)-F(^0,o)UJ. 
Hence , t h e r e e x i s t s such n n e i g h b o u r h o o d C J j C ^ o f G"0 
and <5, > 0 that f o r a l l £e ( 0 , 6 f ) KD& <э G. CJ3 
t h e r i g h t hand a i d e o f ( 4 ) b e l o n g s to B(£)= fXC X : /1Х//<£ J 
i f XeB(6) . 1 J 
On t h e o t h e r hand t h e o p e r a t o r 
d e r i v a t i v e and 
\Q\(^М^,\К(^,Х)^Ш1^^(11Х1и^ m 
f o r б'е COļ and l/Xll^£2 where £f ž 6 г > 0 depends 
o n l y upon 9 } and • 
Hence , c o n d i t i o n s o f the f i x e d p o i n t theorem are s a t i s f i e d 
f o r ((э, X )€. C)ļ * B(£ļ) and t h e r e e x i s t s u n i q u e i m p l i c i t 
f u n c t i o n X = X ( 6 ' ) M w i t h v a l u e s i n B(i-2) for <oG cOļ 
.The c o n t l u i t y of t h i s i m p l i c i t f u n c t i o n X = X(<3) a t 
p o i n t <5^, f o l l o w s immedis t ly f r o m the e s t i m a t e s ( 6 ) and 
( 7 ) . I h i e c o m p l e t e s the p r o o f o f the lemma. 
Mow i t remains to b e shown that t h e o p e r a t o r F d e ­
f i n e d by ( 1 ) s a t i s f i e s a s s u m p t i o n s 1° - 7 ° . 
The c o n t i n u i t y and c o n t i n u o u s d i f f s r e n t a b i l l t y o f a l l terms 
o f the F are c o n s i d e r e d s i m i l a r l y (an e x e p t i o n are t e n t s 
c o r r e s p o n d i n g to Q/li Utj ) • T h e r e f o r e , we 
s h a l l c o n s i d e r only one term, f o r example an o p e r a t o r 
В: У» W0 — L2 , 
В(в',и)(х) = а,0(х,#(х),и(х)), xeQ 
and s p e c i f i c a l l y the c o n t i n u i t y o f t h e P r e c h e t d e r i v a t i v e 
B'u f (Г, u) . 
We have 
Si 
and by v i r t u e o f Г > П and t h e imbedding theorem 
where the c o n s t a n t depends o n l y on Г', A T f J* and 
A, but 
Since f u n c t i o n л/ i s bounded then 
* J ļcJ2* c/x < 
ihwi>iīīhī 
* 156 
С, = sup A e / ? , h^O), 
f o r every heL2(Q). Hence, the der ivat ive Ви (&>u) 
has the desired estimate. 
The operator ' ­• 
K — L* , 
С (Q>, u) (x)= a£j (x,tX(x)) uXj (x), x<=Q, 
i s l i n e a r and bounded with respeet to U and derivative 
Cu (G,L/) does rot depend'"on IJ and s a t i s f i e s assump­
tion 2°. On the other hand, continuity of С fol lows from 
the estimate 
J l a 0 ( x , a K ) a K X J - a i j i t M U o x j f d x * 
я 
w / / * Ы ~ Uotfc/x * 2 f / a ^ f x J J - ^ x A f ^ x j ^ o 
q a 
as (о Ц — * (э0 and Ux —*" U0 because the function 
g •• i s bounded and continuous with respect to £ and 
the function / UoXj f* € L f (Q) 1 » f ixed . 
Thus, aseumptlone 1 ° , 2 ° , 3 ° , 4 ° and 5 ° are s a t i s f i e d 
with L (<o) defined by 
« Ш ) и , V » s f C L Щ (x, й) uXj щ * OPJo/x . 
Analogously, i t can be shown that the der ivat ive L u(<o,u) 
s a t i s f i e s the assumption 6 ° . 
Assumptions 6° and 7 ° f o r operator M are treated s i ­
mi lar ly . Let us consider, for example, the operator fi . Let 
<oK —Go . Ux — U0 y K • ТЬев 
-§f a„ (x, rf,, и J vK - a „ (x ,tt \ , и0) v0 =• 
I t la o b v i o u s that 0 ^ - * - £ r a a . Oa the o t h e r hand, 
- li а.о (*,*,.u.)\L + lģa,0(x,гРк,ик)-
The l a a t tern 0',^ i n t h i s s t a t e a e n t can be t r e a t e d a n a l o ­
g o u s l y as I t was done with term 3 a b o v e . I n t e g r a n t o f 3 (j 
has the same majorant in /_ r*fl (Q) f o r a l l 
1,2., • • • , and1 i s cont inuous w i t h r e s p e c t t o ķ , 
Hence 3tf~~ Q К — «•*» 
How we need o n l y to d i s c u s s t h e assumption 7 ° f o r the d e ­
r i v a t i v e A 'u {&,U) - L'u U) . W e have 
where Q be longs t o the bounded s e t i n L (SI) 
uni formly w i t h r e s p e c t to A* = / , 2 , ... , and 1TK—• Q 
s t r o n g l y i n L ML ( O J . The term c o r r e s p o n d i n g t o the fun­
et lo t t X. is" t r e a t e d a n a l o g o u s l y . 
r f a ) Ū 
as К —­ by v i r t u e o f the imbedding theorem. к Another t e n s have t h e form 
/ дСх^.и.и,,** ,ггкк)ггко/л 
У.Рвйтун. О непрепьтоной зависимости решений полулинейных 
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Thua, the o p e r a t o r F d e f i n e d by ( 1 ) s a t i s f i e s a l l a s ­
sumption* o f t h e lemma 1 and h e n c e , the i m p l i c i t f u n c t i o n 
U = U((o) e x i s t s I f 6" b e l o n g s to some n e i g h b o u r h o ­
od o f 6~0 and U(&)— U(<00) i n W0 as <Э—б0 
in У О 
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Matenf l t i j ca , ! . 
ВОПРОСЫ РАСШИРЕННО ОЛЯ З А Д А Ч ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 
сметанными СИСТЕМАМИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАРНЕНИЯ 
Я . Вуцан 
Аннотация Рассматривается класс задач оптимального управле­
ния системой/ динамика которой описываете* при помочи ел дачи Ди­
рихле для линейного уравнения эллиптического типа второго порядка 
и еедачи Коти для системы обыкновенных дифференциальных уравнений/ 
содер«ацих в качестве Функционального параметра решение эллипти­
ческого уравнения. Управляющие параметры входят в старшие коэффи­
циенты эллиптического уравнения и в правые части обыкновенных диф­
ференциальных уравнений. Для яадлч укаяанного вила оптимальные 
управления могут и не суиеетвовать. В статье для исходных задач 
построены расширения» имеивдие оптимальные управления и со:срлняюиие 
точные нижние грани минимияируеммых Функционалов УДК 519 3. 
Пусть в евклидовом пространстве R". п^2. заданы ограниченны» 
области S\ , SI, G, 0 с границами еЛ , hSt , дС, Эй. спотнйтственно. 
такие, что D се С сс Л'=е .R , причем SI и С ­ i.rporo пиглвичееы flj 
(э»пи'ь DccC ОЯМЯЧЛ»Т.ЧТР Dc С и раегтоянме 1<1>,1С) положительно) 
Зададим также фиксированные натуральные числа m. s . et • . дейс­
твительные числа оОо. q>n, t, . t, . интервал T={t«R / I, < t < i, J • 
ограниченное множество Q»RJ . вектор y"s 'У*­ ' У Г . ~ ' * r " * ~ такой, 
что у"я(у,*­ . ../У* >« D. функции Ч, Л ­ * R < т ^ Н ^ Л >Ь • ­ » ; • а; . 
•Ц ' ft' 9i • Л * 0 ­» R ( *. J­T7rT ) , % , V's Я" ' "х R"*'­* R 
( Ir —Sj . о ) , f r . T x V > ­ » R ( V » V'x Q . r » ­ e , ,r>*m) . векторфункцим 
fS<f, ­ >'f««i»>­ ­Кроме того, введем множество управлявших Функции 
и я { u ­ c u , , , u , ) / i i „ m , j»i7ē; v t * т аш « Q } . 
И фун­нионалы 
I, . ( C(T) )""""x! C<Ō> ) " * ' x U ~» R . 
I, =1, ( y . ­ . u ) s fj^y'*, I ' ^ f ' t , >»> * / f ­ , <T­y<T>.w<y<T>).u<T>Mf. <D 
где ee> торфунгция у ог­ределяется рле^метеом уг<у, . ­у„ )• егли 
у­(у , , • . . ­ У л 4 ­ > I k ­ Ō ^ I I 
р нистояпай статье рас смлтрииачнтя вопросы расв­чреммя для 
•>алдч оптимального управ л«ния. 1>ме««и» слпдутямй вил 
Задача 1. Найти точную нижнюю грань Функционала J e ­ l 0 ( y / w / u ) 
по всем м а т р и ц а м A=fl(x)s(a­(x>> и функциям u=u«t) иа заданных нно­
ж е с т Е 6х и U. соответственно, при связях 
VftUļlSl) I fa;j(x)z,.(x>- >1,Лх)' ­ ( Ь ^ х ) * , , (х) • a<x>z(x>j r><x>} dx ­
­|[9>1х) fr.<x> ­ g 0 <x>­т»(х>] cbc, 12) 
4 * а ­ f i . . Ц 2 «Я> « «31 
V t ( f y ( t ) ­ / f { t ­ y ( T > ­ « ( y < T ) ) , u « > ) d T , («) 
где w­ f г « . . . 'ХК ц) S и при дополнительных ограничениях 
V t * , T y ( l ) е D . <5> 
l . l y . W / U ) { О . fc­l.e, , С6> 
I,<y.w,u) = О , ti­sT+TTe^ ( 7 ) 
Здесь и далее, если не указано иное, по парам одинаковых ин­
дексое подразумевается суммирование в пределах от 1 до п. Обозна­
чения Функциональных пространств и их норм понимаются в смысле ра­
боты [ 1 ] j кроме того, используются следующие обозначения , 
C(f |И> g fy t <C(f)>* / V l « T y l t l t H c R ' l , 
lv / , v.» ­ модуль элемента v s t v , . . . , , v , ) « R" j 
B ( v * . | , R * > 5 ļ v i R ' / / v -v* / , i l] , 
'?'»,« = НЩ, " H o r ' M e " l!f»*?» J ' f ' f ; 'l>/f,i ) 
—* ­ знак: слабо ceiвенциальной сходимости. 
Запись задачи Коши для системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений в форме интегрального уравнения (4) означает, что для 
>то»'« задачи ищется обобщенное решение у из пространства <С1Т) l*** 1. 
Запись задачи Пирихпе для уравнения эллиптического типа в 
форме (2>>(3) соответствующего вариационного равенства вызвана 
тем, что рассматриваются обобщенные решения z это* задачи иа прос­
транства С Л.Соболева ы£(Л> Обозначим через Z(6f) множество та­
ких решений z , соответствующих множеству СХ управляющих матриц А(х) 
Вид множества ft управляющих матриц Asiacj ' вуавт уточнен 
позже. Пока отметим только т о . что в подобласти Л' все управляю 
•иа матрицы А=А(х) из Й совпадают ( т . е . в Л' они на могут вас"' 
ироеаться); кроме того, всегда предполагается, что в Л ' коэффици­
енты И свободные члены уравнения (2) удовлетворяют условиям/ га­
рантирующим, по i­рэйней мере, принадлежность решения z « w ļ < J l ) за­
дачи Онрихпе ( 2 I . I 3 ) пространству С ' ( С ) . Выполнение, этого свойства 
nosso'eeT обеспечить Р "рассмагриваемых задачах суммируемость по 
•TfT поаимтегральныс функций не (11 и 1«> . 
С fie дует отметить/ что задача 1 в случае/ когда в ней от с, i 
стаукт управления Utti< соответствует математичао ой модели управ­
ления движением заряженные частиц в области D ( так называемой 
ГЛ1 
"рабочей зоне" ) путем подбора магнетических характеристик среды 
( например, формы ферромагнитного материала > Б множестве Sl^Jl'• 
Поставленная задача 1 обладает той особенностью, что точная 
нижняя грань целевого Функционала 1 в в ней может не достигаться 
даже тогда, когда множества управлявших функций ft и и выпуклы и 
зам» нуты Здесь существенную роль играет то обстоятельство, что 
если матрицы старших коэффициентов Aa(a;j> эллиптичео^ого уравнения 
являются управлениями, то множество Z(0l) решений задачи Дирихле 
( 2 ) , ( 3 ) , соответствующее множеству ft . обладает свойством'слабой 
замкнутости в ( Л > ( или аамкнутости в С'(D) ) только для ис­
ключительных множеств 6t Поэтому актуальным становится вопрос о 
возможности расширения исходной задачи 1 таким образом, чтобы в 
расширенной задаче оптимальное управление существовало и точные 
нижние грани целевых функционалов в исходной и расширенной задачах 
совпадали. Именно этим вопросам и посвящена нас тонная статья. 
При формулировке результатов статьи будут использованы следу­
ющие условия. 
F1. Функции fr ­f, ( т . y . w . u ) , г—1 ,n»m. удовлетворяют условиям 
Квратеодори. т . е . они измеримы по X t Т при любых (y.w.u)c V и не­
прерывны по (y .w.u)f V при почти всех « f T . 
F2. Существуют неотрицательные функции h t »L f <Т) и ( C(R> 
Telalej что при почти всех С«Т и для любых (y.w.u) t V справед­
лива оценка 
LTCC.Y.m.u)tKtm ч< h t l « l Ф|у1, *МЛ„ + Ц >•( |у/„„ . 1 ) . 
F3. Существуют неотрицательные функции Ь 5«Ц<Т) и д*, с C(R) 
такие, что для любых u t U . (y.w>» V , Cy*«w*> • V и для почти всех 
X СТ справедлива оценка 
| f « , y . w . u ) ­ TL4.y'.m'.XI)ļKtm i h,(t> < 1у-у%фя * / » ­ * • / „ . , , ) х 
x f%(ixi * iyu.m * m%tm * i*>)»«« * /wi,., * iui, > . 
F4. Функции f, "f r (T.y.w.u) . r " ­ » t / n + « . аффинны . no. 
U B ( U , . . . . . u , ) * Q . т . е . они имеют представления 
f, (V.y.w.u) ­ f ° ( * . y , w ) • Г u; . f r ' (T .y .w) , 
причем функции f r • f r ( T . y . w ) удовлетворяют условиям Каратеодори и 
для них существуют неотрицательные функции h 4 « L ( ( T ) и *Д с C(R) 
такие, что для почти всех ^«Т и любых (y.w) * V справедливы оцен»:и 
|f,J (T,y.w>| < h ^ « > rt( *tylHtm +M*t« > ; J­oTi" 
F3 Множество fl является ограниченным, выпуклым и а*м*.­.нутмм 
подмножеством пространства R* . 
Ft­ Оля произвольных ( у , w ) € V и I >0 существует число S>0. 
вообще говоря, ваеисяыее от у. w и I таков, что для всех (y.w) t V 
справедпиры неравенства ff^iy.ti) - т"к<у.й)1 i t . если только 
, У ­ у | „ . „ * < <Г . к=^ч77о: 
Л 1 . Величины Iflt^"• ' " ' « д . Я , / l a ' o . j ^ . f b . f . j , . fa.fJf­,». ­
^'Чч.В' ' 1^^гя ' b ; | ļ Л ' ограничены сверху не» второй константой 
1., < ­ ; 1­т7п. » 
А? Для почти асах х «Л имеит место соотношения 
a.j <х> ­ ау, <х1 , i . )-ī7n. 
гае v и ji — фиксированные константы, О < I? < Jt 
A3 В множестве .су Функции а ^ ' « а ­ ( х > , i , j "= l .п . яеляип­ся 
фиксированными элементами пространства С1Л')лЫ|(Л') и существует 
число )« ограмичиваввее сверху величины laijlļ1 и lu.jly л' I 
в множестве Л" в Я \ Л допускается варьирование Функций а^«а;^(х) 
таким образом, что матрицы A ; f e , j > принадлежат множеству of . 
Перед тем, как определить свойства' которым должно удовлетво­
рять множество 01 < введем несколько обояначений. 
Обозначим червя А(т> введениу» матрицу Функ.ций. вычисленму* в 
точке х « - П . черея Л;<А> (х) • 1*Т7п, ­ собственные яначени* симмет­
рической матрицы А , вычисленные в точке х«Л" и пронумерованные 
в порядке возрастания их значений. 
Введем такие несколько множеств. Пусть ēō (X '- вамкмутая вы­
пуклая оболочка множества Ы в смысле сходимости элементов матриц 
А с 6f по норме пространства L^f­P.*). 
Определим множество МЫ как множество всех симметрических 
матриц A » ( a ; j > , a­eL , . (Л"> , i, Jul , п , таких/ что для почти всех 
х«Л" существует матрица А ' * со 61 ( зависящая от х « Я " и А * WW ) 
такая, что А,<А')(х| $ А ( ( А ) ( х ) ( Д„«А> (х) < А к 1 й ' ) ( х ) . 
Для проивеольиого подмножества fif'cHfjf и почти всех х « Л " 
определим множвства Я<Я'>(х) и G2(6t')(x) • 
JD(ft') fx) • f ( Т ' . t * ) « R* / T ' ­ ( A,(A) fx) ) " ' , t ' « A . ( A ) f x ) . «« « ' } , 
е ж а ) fx; s { < v , t > * R* / т ­ « Ч ' г ' , t ­ t ' , <т' . f ) ( č ō atet') (x)} 
Определим множество GWfx" как множество всех симметрических 
матриц AŠfajj ) , a . j t l ^ f J l " ) , 1 , j « l ,п , таких, что для почти всех 
х » Л " паря ( А,(А)(х) . A „ I A > fx) > принадляжит CJ3fH«f>f*> 
Теперь относитепь1 ­>о множества Of управляющих матриц А по­
требуем выполнение спедумпит условий 
А4 Множество С не пусто, «ели А* t (X , го множеству Ы при­
надлежат все си»метрические с элементами иа Ц,*Л"1 матрицы такие, 
что для почти всех х t Si" A;fA)(x)= A ; f A * ) f x ) ; 1­1 ,n . 
AS Если A* <A*I Ц и v проиявольмая Функция иэ l „ f J? ) < 
принимающая значения О мпм i , то v А* + Cl-v) -A*e ft 
А6. Дпя почти всех х 'Л справедливо неравенство а (х) ^ О. 
А?. Функции а,Ь; . д, являются элементами пространства С ' ( Л ' ) . 
а функции а ;j ?.9ļ - элементеми пространства С " Ч ( Л ' ) ; I , J" l»п . 
Наряду с задачей 1 будут рассматриваться также следующие яа­
дачи. 
Задача 2 Найти пару (A*/ u*) ( GWbtxU. доставляющую минималь­
нее значение функционалу I a =I„ (y.w.u) по всем парам (A.u) « CHW x(J 
при связях (2) ­ (4> и дополнительных ограничениях (*.)<(?) и 
V I t f J ( T ) ( Г> . 
Задача 1 (£ ) . Найти величину I* ' 1 ' • „ " / « . Ц 1 в ' У ' " ' " > при 
связях (2> — (4) и дополнительныт ограничениях 
I , (y .w.u) (t • к'Г^Г, . (8) 
|I, (y .w,u)| 4 1 , к**,*1.чг . (9) 
V t f T y<t)€ D. • J x H * * / 3 x » D , |X­x / „<£} , £ >0. 
Задача 3(£ ) . Найти величину * ( д „'J^cwtcu (У'»>#и>­ при 
связях ( 2 ) ­ ( 4 ) и дополнительных ограничениях (7) и 
I, (y.w.u) + 1 ^ 0 , k ­ i . e , . НО) 
H I T y ( t ) « D., • { x t R" / B(x.£ .R" 1 ) «= D ļ , I JO 
Введем обозначения el " * " И i j w l j ' 0 ' . Очевидно, что jļ и 
I* являются точными нижними гранями минимизируемого функционала 
1 в в задачах 1 и 2. соответственно. 
Перейдем к формулировке и доказательству основных рееультатое 
настоящей статьи. 
Во­первых,отметим, что ня теоремы 1 работы [2] легко следует­
Теорема А. Пусть выполнены условия F2, F4­F6. А1­А6. Тогда, 
если существует хотя бы одна пара (А.о) t GWW х U . для которой 
удовлетворены все связи и дополнительные ограничения задачи 2. то 
для этой задачи существует решение ( A ° . u c ) « GWOl х U. 
Следствие 1 Очевидно/ что если при достаточно малом парамет­
ре £>0 существует хотя бы одна пара ( A / u ) i CWW х U . для которой 
удовлетворены все связи и дополнительные ограничения задачи ?(£ ) 
то в условиях теоремы 1 существует управление (А* ,и ' ) f CMoi х U / 
доставляющее точную нижнюю грань функционалу I с в задаче 2it). 
Теорема 2. Пусть выполнены условия F2­F6, А1­А7 и существует 
хотя бы одна пара (A,it)« б( х U , для которой удовлетворены все 
связи и дополнительные ограничения еалечм 1 . Пусть/ трон* т о г о » 
справедливо следующее утверждение • 
в) решения | " " яад.эч 1(1) непрерывно зависят от параиетра 
£>0 в точке t ­ 0 , т е lim • l""> . 
f­*0»о 
Тогда томные нижние грани минимиэируеиого Фут миомаon I„ в за­
дачах 1 и 2 совпадают. 
Теореиа 3" Пусть выполнены условия FD­РЛ, А1 ­АЛ и для любого 
достаточно малого с "*0 существует хотя бы одно упра» лемие. 
(А .и)< СМИ х U . для которого удовлетворены в А связи и дополни­
тельные ограничения ­лдлчи .?(£> Пусть/ кроме rc.ro. справедливы 
следующие два утверждения : 
а) если в задаче 1 Функционалы I; « I ; «у ,ы,<>), l »e ,<T . i ^ / яа­
менить Функционалами 1 ;* (у.ш.нг a I (y .w.u) • I; , то точная ниж­
няя грань функционала I . в измененной задаче ( теперь она зависит 
и от £=•( <, . , . . . . . ' « , ) ) как функция от I непрерывна в точке 
б) решения I * " ' задач 2(1) непрерывно вависят от параметра 
с>0 в точке £ ­ 0 . т е 1(я I ? ' " ­ l i " " . 
Тогда точные нижние грани минимизируемого фун» ционала I 0 в яа­
дачах 1 и 3 совпадают 
р доказательствах TBOI.HFM 2 и 3 основную роль играет следуюеая 
Лемма 1. Пусть выполнены условия А1­А6. Тогда . 
1) множество 2(GWW ) является ограниченным И слабо секвен­
циально замкнутым в Ц'х(Л ) И совпадает со слабо секвенциальным 
замыканием в ы1(Я ) множества 2((У ) . 
2) множество ZfCWW )^ замкнуто, ограничено и компактно в 
пространствах С* (С) и c " * I Č ) , О < * < 1­n/q , и как подмножество 
пространств С'(С) и Г ' * ­ ( С ) совпадает г еамыклнмем множества Z( ОС > 
по норме этих пространств. 
Доказательство Справедливость утверждения 1) леммы почти не­
посредственно следует из рееультатов работы У. ЕС. Райтума fз! . Дока­
жем спраеедлирость утверждения 2 ) . 
Выберем некоторую подобласть С области Я' тек, чтобы 
Be* с * е i v <11> 
И» условий А1 и А2, основываясь на методике длкаяательства теоремы 
10 1 главы 111 монографии О.А.Ладыженской и Н Н Уральцееой [ 1] при 
помоцч теорем 1 . 1 , V I , 3 . 2 . 5 « , 13.1 и оценки (11 8) главы ГЦ 
этой же работы ( l i докаяывается , что обобщенное реюение ztUļl 51 ) 
задачи Дирихле (2),(3)„удовлетворяет оценке 
где величина постоянной С, яави­.ит только от f i Jt 'I'Jlj > JIĶ-'T *j 
из условий AI A3. а также от облаете.:. jļ', С , расстояния 
f « С , ЭЯ'> и от | j . 
Кроме того, ил условий А1. АС и М при помощи следствия J ия 
работы А Б.Цибулиса [4] следует, что при любых фиксированных 
AļECUK. f « U | i n i , 9 , 1 1 1 1 . 1 / 1 1 и д ­ « 1 , ( Л > , i « l7n , д л я а а ­
дачи Дирихле (2>.(3> существует одно единственное решение и»1<Я) 
и имеет место априорная оценка 
• которой величина константы С, зависит лишь от J . jt . jft , а, 
и» условий А1 и А2/ от размерности п и от области Л . 
Очевидно, что. ввиду выполнения условия А1. иа <t3) следует 
ограниченность множества 2(СНЫ ) в пространствах Н,[(Л> и и^Л'}. 
Теперь из оценки (12) согласно теоремам вложения [ 1 , с. ? ? ļ 
получаем, что ZlGUcf ) является компактным множеством пространств 
С'* - ( б ) , где О < и" < 1-п/о, . причем существует число О О . величи-
чина которого зависит только от постоянных п. q, ) , Ji , Ji, > J1 ļ • 
от областей Л . Jļ', С'.. С и расстояний # ( С ' . д Л ' > и р(С. Э С ) . 
такое, что 
Vz«Z(CW(j() / х / ' ­ ' " ' 4 С. 114) 
Вследствие некоторой произвольности в выборе С в том смысле, 
что эта область должна удовлетворять лишь вложениям (11) , зависи­
мость постоянной С от С и расстояний Р ( С . дЛ') и е(С» f i 0 ' ) 
можно заменить зависимость» ее от Л'- G и расстояния ^(G. дЛ' >. 
Очевидно, что ZfCUOf. ) компактно также в пространстве C ' ( Č ) , 
и имеет место оценка 
V z * Z(GWv< ) ļļtļg' i с. 
Докажем теперь, что множество Z(CU(x ) как подмножество про­
странства С'(О) совпадает с замыканием по норме C'(G> множес­
тва Z ( M ) . 
Ввиду справедливости утверждения 1) доказываемой леммы, для 
любого элемента z'fZICUoX) существует последовательность 
{ z « l ~ c z < f x > такая, что z' ­ » г в а н 1 ( Д ) при к ­ » «° i но тогда 
X * —* X* также в uļtG). Поскольку ZfCWOt > является компактным 
множеством пространства C'(G) и Z( (X > с zicwtx >, то множество • 
Z ( 0 t ) также компактно а С* (С) , а . следовательно, из последова­
тельности / х " ] ~ , с 2(64) можно выделить сходящуюся в С' (Č) подпо­
следовательность. Ие единственности слабого предела, а также иа 
того, что иа сходимости по норме пространства С'(G) следует сла­
бо секвенциальная сходимость в U^fG ) , заключаем, что эта­.юдпо­
следовательмость сходится в С ' ( 5 > к выбранной Функции z°t2(GH0< I 
к а к элементу пространства С ' ( С ) . Тем самым доказано, что г 1 при­
надлежит замыканию множества Z(Ot) по норме пространства С'(С"). 
Аналогично доказывается утверждение 2) леммы относительно 
Мб 
пространств О < * < 1­п/о, .. 
На этом доказательство леммы завершено 
^ Следствие 2 Пусть выполнены условия А1­А7 Тогда ?(CU6V ) 
является подмножеством пространства С 1 * " ( С ) / а значит, для любых 
г * Z(GW6t ) векторфуы*цин « = ( г , 1 , , . . **« . ' являются элементами 
пространств С " * ( G . R " " ) . C'( (T ,R»"> и L I D C J . R " " > . 
Ооказательсто следует из fa, с 2 2 ? и 2 3 3 ] и опенки (14) 
Лемма 2 . Пусть заданы некоторые множество D'c 'O. постоянная с . 
0 < č < j(D'.<G>< Функции y ' t C O ,D"'xR~ ) , ­ j * » U . •#•»!. i p ( Č . R " " ) 
и последовательность fw'j , , , с C ( f t ~ ; R " " > такая, что 
|в* ­ " ' I j „ . , ~* О при к —»— . (13) 
Пусть тройка Функции ( у . w . u ) * ( y * . w * . и ' ) удовлетворяет соотношению 
( 4 ) . • подинтегральная Функция f ив (4) ­ условиям F1 м F3 
( F1 вдесь безусловно можно заметить и болея жестким условием F 4 ) . 
Тогда для любого £ € ( 0 . е ) найдется такое натуральное число К. 
что для уравнения (4) при u=u* и любых «»•»»*/ к>К. существует рв­
яенне у * C ( T ; R * * ' 4 ) . которое. кроме того, удовлетворяет оценке 
/ у ' ­ Y'LT. < i ­
Доказательство. Схема доказательства леммы следун>яая Пока­
жем, что для произвольного £1(0 .с ) найдется такое натуральное 
число К, что при любом к > К существует решение 
гГу*« C ( f ; B ( 0 , £ . R " — )) для уравнения 
«у - Вк Jy . ( « О 
где оператор &к в В, (•• , «* .и* .у*> определен выражениями 
(В. dyHt) ­ / f (т iy<t)> d* . ' « Т . Н е ) 
f'tt' o'y(t) ) г' f ( < , у » ( О + «Гу<т>. ы«(у*(т) + т /у (т ) ) , и ix)) -
­ f< Т , y'(­t) , w°(y'(­C)) , .1#(Г>> . ( I P ) 
где Jy в ( «V, • ­ ­ . <fy. >' если J y i ( (Ту, . . . , fraMl > ­
Тогда из этого утверждения, учитывая удовлетворение «руЛкОЙ 
( у ' . и * . и ' ) равенства (4) и справедливость выражения 
V l i f y » ( t ) * Ō* . 
последует, что Функция у* • у*+ / у * удовлетворяет всем требова­О 
ниям из утверждения леммы , тем самым лемма будет докаяана. 
Приступим к этому доказательству. Зафиксируем произвольное 
миспо £ . О < I * С . 
Выберем натуральное число К, таким, чтобы для всех к ? ь , 
|ы­ ­ W/ t ­ в < ( < 1 ( 1 9 ) 
Поскольку Y'l АТ./Ргв" • w'* L t г ( 6 • " ~ " > и с строго 
Липшиц е»а« то, учитывая т . " *н (•'V). получаем, что .у»!»'. IBY3T т.». ое 
число С. чт" »л« »„ y^.w* и ­ ь >f | • спраделлмщы оценки 
Stm . » • < * • . . < С . « С . (20) 
Отметим также справедливость для почти всех "С из Т и произвольных 
<ГУ'о"«е СП ;B(0,f <R*"">) при любых w*. к>К, , следующих выражений, 
вытекающих из определения (18 ) . оценок (20) и условия F3 , 
/r"(T,oV«))/„ n ^сЬ а(т>[|<Гу(Г>| л ,„ •. С|<ГУ(Х)|П . | и ' ­ <SLĻK., • (21) 
lt*Cr#»y<t>)-f"C«;.i r T(T)>| i l < ( l le с h a ( t ) [|( Sy-FA K i l l , , , , ' * 
• |w'( ( у в + <Гу)(Т>> ­ w k ( (y«+e7 ) ( 1 ) | а , 4 ­ • (22) 
где постоянная £ конечна и определена выражением 
а неотрицательные Функции h j * l , ( T ) и j J J i t (R) взяты из условия F3. 
Из условия F1 и того, что w e . w* » C(Č;R*'" ) и u * U. следует, 
что для любых д~у( C(f . 8 ( 0 , 4 . R " * " ) ) функция f*"'" (Т.) =f *(f ,o r y(T)) 
измерима по Т*Т, а значит оператор В* . определенный выражениями 
М7>,(1В> отображает множество C ( Ī . B ( 0 . 1 . R*'™ )) в C(T;R"*"') .) . 
Из оцен! и (21*) при помочи теоремы Егорова следует непрерыв­
ность операторов Bk . к>К, . во множестве C(f ,B(0 .£ , R " " I ) . 
В свое очередь, из (21) следует равномерная ограниченность И 
равностепенная непрерывность в Т функций из множества 
{ ( В , fy)(t) / Sy t C(f ;B (0 , t .R "* ­>> } . k V K, , 
что согласно теореме Ариела влечет компактность этого множества в 
банаховом пространстве C(T;R" ' 1 " ) Тем самым показано, что опера­
тор В к , C(f . 8 ( 0 . i . R " * " 1 ) ) •­» C(T.R" " " ) вполне непрерывен. 
Рассмотрим для произвольных A t f ū . l ] . k)K ( уравнение 
Sy ­ А ­ В , {у (23) 
Попустим, что для этого урагнения существует решение 
J y * , ' f C ( T ; B ( 0 . t . R " * " > ) . Иа ( 1 7 ) . ( I B ) , (21) и (23) при помощи 
иаравества Гронуола ( см. [5 , с. 219J) тогда следует оценка 
МУЩ,*.*Я i * '<?.Ш eVlM^ . a x p f A t . c M ^ I , J (24) ' 
Выберем согласно соотношению (15) натуральное число К таким, 
чтобы К > К, и для всех к > К было справедливым неравенство 
п > < • * lh,l ( T expfc(HC) fh,!, т]4 I 
Тогда из принципа Ваудера ( см.[б . с 416­417J) и априорной 
оценки (24) следует, что при любом k i К для уравнения (16) 
суяеетеует решение oV* < C(f ;В(0 . € .Кж*"" >) . 
Тем самым д о «­«тельство леммы гаееривно 
О 
СледеТГ­1Ю) * Пусть пояинтегральиая «у f из уравнения 
(4> удовлп>ор«ет уелсвиям F1 и F3 Тогда при фиксированных u ' U и 
w e * Llp(C.'R .) уравнение (4) может иметь не Cone* одного решения 
и» множества C(T.Č"xRm). 
Доказательство следует из априорной оценки ( 2 4 ) . 
О Следствие 4 . Если выполнены все условие леммы 1 и. • ромо то­
го, и* с Llp(G."R"­" ) . то дпя достаточно больших к при фи. сиро 
ванных w«wk и u"u* решение уравнения (4) единственно. 
Доказательство получается и» леммы 2 и следствия 3 . если 
взять в них тропку <у*.ы*,и*) вм­.ето тройки ( у * . w*.u e > . 
Следствие ? В условиях леммы 2 у* —» у* в C(f ;R n * "> 
при к —» вв . 
Пока я т е льство следует иг априорной оценки (24) при А, " 1 . 
Доказательство теоремы 2. Из формулировок задач 1 и 2 и из 
(КССЫЫ непосредственно следует неравенство 
Jo >. I * • (25. 
Таким обра «ом. на стоящее доказательство сводится к изучение вопроса 
о том. когда справедливо противоположное неравенство I ^ Jv 
В силу теоремы 1 минимальное значение iļ функционала I . я 
задача 2 достигается на некоторой паре (A°.u* ) t CUŌ;xU, т . е . l£ = 
• I , ( y * . w * . u ' ) . ram w * s ( x * , z j ( , . . . , z * >. z* ­ решение краевой, са­
дани ( 2 ) . ( 3 ) . соотеетствуааее управляющей матрица А»А° . а у ° ­
решение уравнения (*>. соответствующее фун>.циям H*W* И u*u e . 
Покажем, что при Е >0 решение задачи 1(£> не превосходит 1*. 
т е . , что I . " " i iļ . 
Согласно лемме 1 существует такая последовательность 
{ х , } " с 2 ( 6 < > . ч~о 
х* ­ » х " • С'(С) при ;. ­>м» . (26) 
В дальнейшем будем считать, что О < £ < »(D. i d . 
Пос ­ольку функция у** C<T.'DxR") является решением уравнения 
(4) При w«w* и u"u e « то и» леммы 2 и следствий 2 и 4 следует, 
что для достаточно больших индексов к при ы­и*в(х*. х * . . . . . х* ) 
и u«u e существует, притом единственное, речение y « ( t ( T ; R * * " ) 
уравнению (4) . которое, кроме того, удовлетворчет соотношению 
0 V t . T y ' ( l ) « D £ 
Согласно следствию 3 
у * ­ » у " в f ( T ; R * * " ) при к —» яа . (27) 
Ия удовлетворения тройкой (у в .ы* .и*> дополнительных ограни­
чений ( 6 ) . ( 7 ) на основе предельных соотношении (26 ) . ( 2 7 ) . условий 
F4­F6 при помощи теоремы Егорова получаем. что при достаточно 
больших индексах к трс­йт ами ( y * . w * . u e ) будут удовлетворены та*­
же дополнитзльмые отрьничемня ( 6 > . ("V) еддачи 1(1) п. » ром* того. 
I, (y*,w".u°> ­ I , ( y , . M e , u " > = l£ . (28) 
Таким образом, элементы (y*»w*.u e ) построенной последова­
тельности при достаточно больших к удовлетворяют всем связям и 
дополнительным ограничениям задачи 1(1) и для них справедливо 
предельное соотношение 128). а это означает, что 
i e 'V 4 1* ­
Неравенство (29) доказано для произвольного достаточно малого 
t > 0 . Совершая в (2*7) предельный переход при £—» О и воспольвуясь 
условием в) доказываемой теоремы, получаем требуемое неравенство 
i j > if Теорема доказана 
Доказательств теорены 3 Сперва докажем для достаточно малых 
I >0 справедливость неравенства I * ' " > . I* . Желаемое равенство 
I* ~ i f после ьтого последует ив двухстороннего неравенства 
ii'1' > iļ i it 
и условия б) доказываемой теоремы. совершая предельный переход 
при I ­ » О 
Согласно следствию 1 из условий доказываемой теоремы получа­
ем, что при любом достаточно малом I >0 минимальное значение I * ' 4 ' 
Функционала 1 0 в задаче 2 d ) достигается на некоторой пара 
( A ' . u 1 ) « CwoV xU. т е l \ l t ' ­ I 0 ( y , , w ' , u l ) , где у £ ­ решение урав­
нения (4 ) соответствующее функциям и " ц ' и и = и ' я ( х ' . z ' ( . . . . >» 
а г ' ­ решение задачи Дирихле ( 2 ) . ( 3 ) соответствующее управляющий 
матрице Я . 
Согласно следствиям 2 . 5: и следствию 1 из работы [ 4 ] паре 
( А * . и ' ) соответствует единственная такая пара функций ( z ' . y ' l . 
Из леммы 1 следует существование такой последовательности 
{z'l?„c Z<CK). что 
г' ­ » z* в с ' ( б ) при к -*•- . (30) 
Согласно лемме 2 и следствиям 2 и 4 при достаточно больших 
индексах к существует, притом единственное, решение y*f C(T;DxR ) 
уравнению ( 4 ) соответствующее функциям vu = (z I и 
U " u ' . Из следствия 5 получаем, что 
у» —• у £ в CtflR**" 1 . при к ­ » «о (31) 
Из того, что тройка ( у ' . ы ' . и ' ) удовлетворяет ограничениям 
( 1 0 ) . на основе предельных соотношений ( 3 0 ) . ( 3 1 ) и условий F4­F6 
при помощи теоремы Егорова получаем для достаточно больших индек­
сов к справедливость неравенств 
I­ ( у " , и " . и ' ) < О . i ­ I . e , 
Tat как тройка функций ( y ' . w ' . u ' l удое пс­ сорвет ограничениям 
IT") , то справедливы равенства 
l t < y » . * ' , u ( > ­ I ; < y » , « j « . t t « ) ­ l , lyt,w«.u« >; i ­»7 .T," i7i 
Поскольку правые части этих равенств при достаточно больших индек­
сах к сколь угодно малы по модулю ( это вновь следует и* ( Ц . 
<30) .<31) и условий F4­F6 при помощи теоремы Егорова ) . то таковы 
О 
же и левые части этих равенств. 
Анал<.гичными рассуждениями показывается. что 
tin 1.1у« ,м* ,и '> ­ 1 в < у , . м * , и , > . 
Если теперь предположить, ч ю 
где сГ ­ некоторое положительное число, то. учитывая вышеск азанное. 
мы' получили бы противоречие условию а) дожевываемой теоремы 
Значит ' ­ с Г ' ' ) 1> 1 и тем самым доказательство теоремы завершено, 
В заключении отметим, что. используя теоремы 1­3 в качества 
теоретической базы для расширения задач вида задачи 1. вопрос о 
выполнении условий в) или а ) и б) из формулировок теорем 2 и 3 . 
соответственно. остается открытым ­ Тем самым, справедливость этих 
условий необходимо исследоееть для каждой конкретной задачи в от­
дельности, учитывая при этом ее существенные особенности 
В некоторых ситуациях на этот вопрос легче ответить после т о ­
го, к а к найдены управления, доставляющие точную нижнюю грань функ­
ционалу 1 0 в задаче 2 Существование по крайней мере одного тако­
го управления гарантировано теоремой 1. Эти управления можно ис­
кать при понови необходимых условий оптимальности, которые для 
«адач рассматриваемого вида наложены в работах автора [?) , [в] . 
Наконец отметим, что теоремы 2 и 3 можно обобщить и на тот 
случай, когда от множества управляющих Функций U в L^ii ,Q• не 
требуется его выпуклости и аамкнутости в пространстве L ^ U . R 1 ) 
( т . е . не требуется выполнения условия F5) . В этом, случае в форму­
лировках задач 2 и 2<£) множество U следует заменить множеством 
foil ­ выпуклой, замкнутой оболочкой множества U в смысле сходи­
мости его элементов по норме пространства l.,<TjR ) . 
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О гаПЕгтаШРЧЕСКОМ 0Т0БРАЖЕОТ1 И ПРЕЮБТ'ЛЭОВ/ШИИ 
ГЕТЕРCOIIA ПОВЗ'ХНОСТК "V^EE*. С ПОМООДО ОРТА 
СРЕДНЕЙ HOFMAJTO 
f t А.С.Грицанс 
Аннотапия. Изучается с л у ч а й , когда гипергеЬерическое о т о о р а ­
жение T:Yp­^ "Vj, поверхности V , e En. с помощью о р т а с р е л ­
неР нормали имеет максимально возможный ранг р . Выделен 
случай , когда отображение Т является преобразованием Петер ­
с о н а , УДК 5 1 4 . 7 5 . 
I .Рассмотрим поверхность "V^ с. Е^. и о т н е с е м ее к подвижному 
реперу £ • \*.£i , £ } ( Li.»" ­Гр , *,р • pt l .n . ) , где точка А л е ­
жит на погерхности V » , орты С; лежат в касательном п р о ­
с т р а н с т в е T ļ t * ) к Уш в точке » , а ( | образуют ортонорми­
рованный базис нормального п р о с т р а н с т в а Ця^и) поверхности Vj, 
в точке К . 
Дешвационные формулы репера R имеют вид: 
( I ) 
чим: 
о 
Продолжал систему уравнений ю * « о поверхности "Vļ> , п о л ; ­
Ди1ферениируя внешним образом систему уравнений ( 2 ) и 
применяя лемму Картана, получим квадратичные уравнения: 
А . . , * о ' ­ о . г д е 
­ симметричны по в : п м нижним и н д е к с а » . 
Средние нормали ( к . м ) [ I ] поверхности "Vp образуют 
­ мерную линейчатую поверхность "Vp+1 , уравнение к о т о ­
рой : _^ 
R = А + t С , 4 ) 
Дифференцируя (4) , находим: 
dR , ­Q r f t ,Ō°­J * , e ; . l a : ,Ē ­ C ,Ē ' . 'e7 . tā ; ,dē : .ā '<o i , 
о ' 
В дальнейшем будем предполагать , что o W ")i«j> , г д е 
O l ' C Q ^ J­ касательное направление гиперсферического и з о б р а ­
жения: _ _р _ с*) 
поверхности "Vŗ + l C2J . Заметим, что "V^ е с т ь образ поверх ­
ности "Vŗ в гиперсферическом отображении Т ­ Тр ­*~Vr­ . п о ­
строенном с помощью о р т а в в средней нормали поверхности "Vp , 
причем T t » ) . х ._Так к а к ^ щ .•> , то индуцированное о т о б р а ­
жение Т , : Тр ­ * T f . 7 f * 7 1 . невырождено, причеы 
Значит, ранг отображения Т равен р , с . т ^ о в п т е л ь н о , Т 
ЛИ4ФЕОМОРФ1".зм £ 3 ] . 
Вектор «2e" в р т $ ц ( 0.4 S * р , S ­ фиксировано) напра­
вим параллельно вектору средней кривизны поверхности Y~r Zl]t 
И r p e ^ f c s £ * . t который в силу предполагаемой неминималь­
ности V p ­ ненулевой. Тогда 
« i 
Условимся во всех встречаицихся формулах вместо индекса 
p + S ­ t i писать 0 . Употребляемые в работе индексы будут­
принимать следующие значения: 
t,ļ*o,t,.., р ; Д f t i , . . . , р » Л ļ> Kļ 4 . j i * i i ; č j . j i » **t,fi 
Пространство « [ С , Q* J называется касательным п р о ­
странством вдоль образующей поверхности ~Yj>t t и является наи­
меньшим подпространством, содержащим все касательные плоскости 
поверхности ТГр^ | в точках одной образуипеП £ 2 j 
Площадка Д г С < ; , порождающая распределение & ь , вдоль 
к о т о р о г о переносится параллельно в нормальной связности направ­
ление вектора средней кривизны, определяется сиотемой у р а в н е ­
н и й : 
1 к ^ ­ ° (_8) 
В \Ч] показано , что 
oUm. p + S'tf<V> fum. А г « p ­ 5 т . е . гл /д II j * ! ) ­ 5 
Рассмотрим на "Vj> распределение Д г , порожденное точкой х 
и направлением С С 1 1 1 С ] . Из ( 5 ) вытекает следующая 
Теорема I . Касательное пространство "УУ1 вдоль о б р а з у ­
ющей поверхности "Vptt имеет размерность i p ­ t i l ( O f c T ^ f J 
т о г д а и только т о г д а , к о г д а Aitn. Ь.х - 1 • 
Из равенства S^niYi\ « p t i t i * l p ­ t t i . заключаем, что S = p ­ i 
т . е . распределения S', и д ^ имеют одну и т у же размерность 
1-- р ­ 5 • 
В f_4J д о к а з а н о , что средние нормали описывают подпоперх­
ч о с т к нулевого внешнего параметра распределения f^2j вдоль н е ­
которой линии £ , на поверхности V ŗ т о г д а и только т о г д а , 
к о г д а ^касательный вектор к линии £. лежит в «I 'tfl^J . Зна­
ч и т , Л » определяет в общем случае неголоно­агую ( / i t i ) 
мерную линейчатую подповерхность поверхности "V" b f ^  нулевого 
внешнего параметра распределения £ 2 ] . 
2.Смешанный тензор cL^  определяет на поверхности "Vj> 
поле симметрического аффинора ф , собственные направления 
к о т о р у о совпадают с главными направлениями относительно с р е д ­
ней нормали [_ī] , причем Ф С ^ ) * < ^ ^ ­ _ 
Рассмотрим н а "VC распределение Д , направление к о т о ­
р о г о лежит в [ O n e Тогда на "Vp можно рассмотреть 
распределение Д , направление к о т о р о г о совпадает с направ­
лением распределения Д . 0 таких распределениях _ 5 " и d 
булеы г о в о р и т ь , ч т о они параллельными писать Ķ | Ķ . Если 
1" ( tS) И S • т о распределение Д *удем наливать и н в а -
риантнш о т н о с и т с . ш ю гипе£сферического отображения Т • 
Рассмотрим распределение 1 Д \ на поверхности \lŗ , параллель­
ное pacriļ е д е линию Д с . .'асполс^сни векторы ^ в Д , . т о г ­
да из ( 5 ) получим T,U?,)•• О.­, , гке^аГ, « 4i, 
т . е . векторы й ч образуют базис распределения Д г . Д о к а з а ­
на _ 
Теорема 2. Распределение Д« на поверхности "Vi? я в л я ­
ется образом распределения Д , _ н а поверхности в индуци­
рованном отображении Т , т . е . A t «Т^ СДТ) . 
Рассмотрим некоторое распределение Д к на поверхности 
"Vj> , инвариантное относительно гиперсферического о т о б р а ­
жения^ Т и векторы £ " у расположим в А\, . Тогда вектор 
ры 0.^ образуют б а з и с распределенияТ(!Д*) на поверхности "\ķ . 
Так к а к Т ( & < ) Ц Д к , то из ( 5 ) имеем:* 
' d.%-0 > % ­­о Ы 
Отсюда заключаем, что Л , с Д г ( и значит К 4 г ) и Э Д Д ^ с ­ Д , . 
Обратно, из последних двух включений вытекают формулы (9) т . е . 
Т , I &*.)» Д< • Доказана следующая 
Теорема 3 . Распределение Д к на поверхности V» инва­
риантно относительно гиперсферического отображения Т т о г д а 
и только т о г д а , когда оно является подраспределением р а с п р е ­
деления Д г и^ значит l e t г ) и © ( А . ) с Д . т . е . р а с п р е д е л е ­
ние Д к инвариантно относительно аффинора stj 
Пусть отображение Т имеет К ­ мерное .инвариантное 
распределение Д к и векторы расположим в Д к с Д г 
Из условия $_)СД«)с А * заключаем, что к попарно о р т о г о ­
нальных линий кривизны относительно средней нормали принадле­
жат распределению Д к . Значит L4 J , средние нормали о п и ­
сывают развертываяциеся поверхности вдоль этих к семейств 
линий. Обратно, если .средние нормали описывают развертывающие­
ся поверхности вдоль К попарно ортогональных линий кривизны 
относительно средней нормали, то к ­ мерное распределение , 
натянутое на касательные направления этих линий, инвариантно 
относительно отображения Т . Имеет место следующее 
Следствие. Г'аспреде/внич Д к с к < ­ 1 ) не поверхности "Vp 
инвариантно относительно г и п е г с М р и ч е с к о г о отображения Т т о г ­
да и только т о г д а , когда вдоль к. попарно ортогональных линий 
случае А. 
т . е . dia, Щ. - р + 1 , а из с л е д с т в и я из теоремы 3 заключаем, 
что средние нормали описывают развертывающиеся поверхности 
вдоль сети S j > линий кривизны о т н о с и т е л ь н о средней норма­
ли. Доказана 
Теорема 4 . Следу)ощие утверждения равносильны: 
л.ГиперссЬерическое отображение Т* является п р е о б р а з о ­
ванием Петерсона. 
2. О А Г П . ' Ж * р * 1 
3. fi~-0 
4.Средние нормали поверхности A/j> описывают развертыва­
юциеся поверхности вдоль с е т и <Гр линий кривизны о т н о с и т е л ь ­
но средней нормали. ' 
Направим векторы Ci репера R по касательным к лини­
ям с е т и линий кривизны относительно средней нормали, в 
векторы £ Л расположим в главной нормали ЫфВ C ^ J поверх ­
ности в точке X . Полученный репер обозначим через fc?4. 
В э т о м случае имеют место формулы: 
«Y<- *О С И | 3 > » ' В - О С < : т р , В Г * Д - ( И ) 
Замечание I . Если средние нормали описы»зают^р1Эвертыва­
стгиеся поверхности вдоль с е т и € ^ , тоТ^С О " ^ч" II ч &J • 
ЗНР.ЧИТ, сеть *33 линий кривизны о т н о с и т е л ь н о средне!» норкапи 
в о т о б р ­ а т е н / и _ Т переходит в ортогональную с е т ь Т ( ^ ^ на 
поверхности "\|^  
кривизны относительно средней нормали, принадлежащих р а с п р е ­
деления , средние нормали описывают ралвсртывагхггиеся 
поверхности . 
3.Рассмотрим случай, когда отображение Т имеет и н в а ­
риантное распределение максимальной размерности р ­ к а с а ­
тельную п л о с к о с т ь ! ^ <•*) поверхности "Vp . В зтом случае г и ­
персферическое отображение ­Т я в л я е т с я преобразованием Пе­
т е р с о н а . Так называется отображение двух п о в е р х н о с т е й , при 
котором в соответствующих т о ч к а х п о в е р х н о с т е й касательные 
плоскости параллельны £ 5 ] . Из формул ( ? ) находим, что в атом 
ем : 
Ч ^ ' М Л (lb) 
Так как ok"i JfNļBt то 
если 
Поверхность Vŗ называется псевдоомбилической. Сб] , 
где 
Из Формул (Jl) , {17) заключаем, что условие псевлоомбилич­
ности поверхности ~у! можно записать ввиде: 
C i r X t \ - y h ° : СЮ) 
Чз сказанного РЫИ:С вытекает 
Замечание 2 . Если djin. М«*<,1» т о иэ определения п р о с т ­
ранства cfYl вытекает, что касательная плоскость к поверх ­
ности в точках одной образующей одна и т а же. Поэтому 
число параметров , от которых зависит многообразие касатель ­
ных плоскостей Т ^ , ( Р . ) поверхности " v j T i , меньше » T L т . е . 
поверхность г i является тангенциально вырожденной. 
Из формул ( 5 ) , С Ю ) , находим: 
• U > J = 0 (12) 
Дифференцируя внешним образом тождества ( 1 2 ) , получим р а ­
венства : . Л 
В репере RL равенства (13) примут в и д : 
Если линии iO L , i S ' C H j фиксирпвянн) имеют различные 
кривизны: fetc "ļ €*Л 1 , т о из (.14) с л е д у е т , что - f i * i o • Имея 
ввиду ( . I I ) , заключаем, что ( "^ т . е . направления f* , (J 
сети *S~ŗ линий кривизны относительно средней нормали с о п р я ­
жены. В частном случае , когда все i<L попарно различны, 
с е т ь является сетью линий кривизны. 
Рассмотрим случай, когда, все кривизны t t ļ совпадают 
между с о б о й и равны ,С . Заметим f j t j • что в репере име­
Teopeiia 5 . Пусть отображение Т является п р е о б р а з о в а ­
нием Петерсона , т о г д а : 
I .Ec jm линии u5c , * > * C'*J фиксированы ) сети о"^ линий 
кривизны относительно средней нормали имеют различные кривиз ­
ны С ц Ч »Jj . т о направления , с е т и 6^  сопряжены. 
2.Если для всех линий с е т и Ь~"я кривизны dK совпадают 
и равны </". , т о поверхность "Vŗ является псевдоомбиличес ­
кой . 
4 . Пусть di*. | Ц * р ­ М и « „ ' « Ц о , т о г д а квадратичные 
уравнения {3) при значении индекса « \ ' p * i « l в репере R t в 
отиту формул (21) , ( J 2 ) , {16) примут в и д : d < * ­ A O ' s O , 
откуда 
Так как „ _ . ^ 
т о )М I =1*1 = c e w w t . T . e . п о в е р х н о с т ь Vp имеет п о с т о я н ­
ную среднюю кривизну. 
Рассмотрим точку Ц н а средней нормали с р а д и у с ­ в е к ­
ТОР°м: ii i ­ . #• ­
Дифференцируя ( 2 0 ) и имея ввиду формулы ( i ) , ^ 5 ) , {15) , 
I 1 9 ) , находим: . , 
dļ. о '<Г ' 4 . 1 С *ļ*%< о ч с ! - * 5 
т . е . средние нормали поверхности Vp проводят чере? непод-
вижную точку г с радиус -вектором (20) . 
Так как , 
т о поверхность "Vļ> лежит н а гиперсфере с центром в точке ^ 
и радиусом 
Обратно , пусть средние нормали проходят через неподвиж­
ную т о ч к у с радиус ­вектором | ' С* . Значит, 
^ 5 " « о » откуда в силу (_5) и линейной независимости в е к ­
торов < * , < * • , получим: " 
Jp , f ­ p lii'O > J T ~ 0 ( 2 1 ) 
Иэ теоремы 4 и Аоруул (IB) , (2l) заключаем, что отображение 
Т* является преобразованием Петерсона, а поверхность ~V* ­
псевдоомбилической. Справедлива ' 
Теорема 7 . Средние нормали поверхности ~Vj> проходят 
через неподвижную точку т о г д а и только т о г д а , когда гиперсфе­
рическое отображение Т является преобразованием П е т е р с о ­
на, а поверхность ~Vō ­ псевдоомбилической. 
Имея ввиду результаты работы £ 7 ] , теорема 7 равносильна 
следующей теореме : 
Теорема 7 . Поверхность "Vŗ лежмт на гиперсфере с центром 
на средней норма™ тогда и только т о г д а , когда гиперсферичес­
кое отображение Т является преобразованиек! Петерсона, а 
поверхность "Vj> ­ псевдоомбилической. — 
5.Компоненты метрического тензора поверхности T/j, имеют 
вид: • i 
i 9 
Векторы t*. образуют ортонормированный б а з и с нормаль­
ного пространства М i^) п о в е р х н о с т и в точке 7 ­ Т с * ) . 
Асимптотические формы поверхности "Vp имеют вид: 
Находим вектор средней кривизны поверхности Т/л : 
Значит, поверхность "V^ * T P / j , ) имеет постоянную среднюю кри­
визну равную единице £ 7 j . 
Так как 
т о имея в виду замечание I , заключаем, что с е т ь Т ( » ^ ) является 
сетью линий кривизны относительно средней нормали поверхности 
лг, . Имеет место 
Теорема 8. Если гиперсферическое отображение Т является 
преобразованием Пэтерсона, а поверхность "Vp ­ псевдоомбили­
ч е с к а л , т о г д а : 
1.Сеть S'pcVļ» линий кривизны относительно средней норма-__ 
ли поверхности "Vp переходит в отображение 'Т в сг-тьТ(в1.)сУр 
— 1ий кривизны относительно сретнчг нормати поверхности 1^  . 
2. Средние нормали поверхностей Xŗ и V? параллельны в 
соответствующих точках я . и * - Т(*) . 
3.Поверхность ~°fŗ . имеет постоянную среднюю кривизну 
равную единице £7 J • "* I •• 
6.Касательные векторы поверхности "V^.i есть Е; J к(< 
С L" , _ t j ­ ) , £0 - (п . Нопи 1 4 л! . т о векторы Ē[ \± 
линейно независимы. В точке t„ = £ векторы E t обращаются в 
нуль, следовательно, точка на образующей поверхности "Vp+j 
с радиус­вектором (20) является единственной особой точкой 
поверхности Yp. i . В дальнейшем исключим эту точку из рас­
смотрения. »*. 
Контрдвариантные компоненты (з ' метрического тензора 
G**'E*' Е<­ поверхности "Vp*i имеют вид: 
'G**­ i . G ^ ­ o C ? , ^ , <?*'« ( 2 2 ) 
Векторы образуют базис нормального пространства 
Ч,­р­л<­й.') поверхности "Vj,,j . Находим асимптотические формы 
поверхности Vj>« i : А 
Значит 
(24) 
Имея ввиду фо;лулы W , ( I i ) • . Ф) . СН? . 
находим в е к т о р с а д н е й кривизны |1оверхности "v^­ft : 
т . е . поверхность "Vŗ*i минимальна. Доказана 
Теорема 9.Если гиперсферическое отображение 
г P., ­V­
яв^чется преобразованием Летерсона, а поверхность »р ­ п с е в ­
доь.: .»илической, т о линейчатая п о в е р х н о с т ь минимальна 
и , следовательно [с? 1, д о п у с к а е т однопараметрическое семей­
с т в о р ­ мерных подпонерхностей 
weww.x обгаее семейство средних нормалей с поверхностью Лр V£ • 
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